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PREDGOVOR

Ova knjiga nastala je kao rezultat predavanja koja, u okviru predmeta
Klasi¢na teorijska fizika, drzim studentima fizike na Prirodno-matemati-
ckom fakultetu u Kragujevcu. Materijal prezentovan u knjizi podeljen je u
osam poglavlja, koja se mogu grupisati u tri medjusobno povezana dela.

Prvi deo (poglavlja 1-4) posveéen je klasi¢noj statistici ravnoteznih
sistema. U prvom poglavlju iznete su osnovne ideje i polazni principi
statisticke mehanike. Uveden je koncept ansambla sistema i definisani poj-
movi mikrostanja i funkcije raspodele. U naredna tri poglavlja, svaki od tri
glavna ravnotezna statisticka ansambla — mikrokanonski, kanonski i veliki
kanonski — posebno je izlozen i detaljno analiziran.

Druga celina (poglavlja 5-7) obuhvata statistike ravnoteznih kvantnih
sistema. U petom poglavlju najpre su, u vidu podsetnika, izlozeni os-
novni pojmovi kvantne mehanike, s posebnim naglaskom na mesana stanja
i statisticki operator. Formalizmi razvijeni u okviru koncepta ansambla sis-
tema, po analogiji su sa klasi¢nog preneti na kvantni slu¢aj. Sesto poglavlje
posveceno je sistemima nezavisnih kvantnih cestica i odgovaraju¢im stati-
stikama: Maxwell-Boltzmann-ovoj, Bose-Einstein-ovoj i Fermi-Dirac-ovoj.
U sedmom poglavlju detaljno je obradjen idealni gas identi¢nih kvantnih
Cestica, najpre u slucaju bozona, a potom u slucaju fermiona.

U tre¢em delu (poglavlje 8), prikazane su osnovne metode i jednacine
fizicke kinetike, dela statisticke mehanike koji se bavi proucavanjem nera-
vnoteznih procesa. Obradjeni meterijal izlozen je na nacin koji se moze
primeniti kako na klasi¢ne, tako i na kvantne sisteme koji ucestvuju u pome-
nutim procesima.

Cilj ovog udzbenika je da citalac ovlada obradjenim formalizmima,
pre svega onih koji se odnose na ravnotezne statisticke ansamble, i da
ih sa lako¢om primeni na reSavanje razlicitih fizickih problema u kojima
se proucava ponasSanje sistema sa velikim brojem stepeni slobode. U tom
smislu, u knjizi je teziste stavljeno na metode, dok su samo tipi¢ni primeri
navedeni. U cilju postizanja dodatne operativnosti u primeni izlozenih
metoda, kao dopuna udzbeniku, ¢itaocu se preporucuje odlicna zbirka rese-
nih zadataka na nasem jeziku [12], u kojoj su brojni primeri dosta detaljno
obradjeni. Gradivo u ovoj knjizi je, kako po redosledu izlaganja tako i
po koriséenim oznakama, u potpunosti uskladjeno sa materijalom koji je
izlozen u navedenoj zbirci zadataka.
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Na kraju, sa velikim zadovoljstvom zelim da izrazim svoju zahvalnost
prof. dr Savi MiloSevi¢u, koji mi je ucinio ¢ast da bude recenzent ovog
udzbenika. Pored toga, njegov koncept izlaganja statisticke fizike, koju
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1

Principi klasi¢ne statisticke mehanike

1.1 Predmet proucavanja statisticke mehanike

Osnovni zadatak statisticke mehanike je da deduktivnim pristupom, po-
laze¢i od poznatih zakonitosti dinamickog ponasanja velikog broja mikroob-
jekata u kombinaciji sa zakonima verovatnoce, teorijski opiSe makrosko-
psko ponaSanje fizickih sistema. U tom smislu mozemo reé¢i da statisti-
¢ka mehanika predstavlja teoriju sistema sa veoma velikim brojem stepeni
slobode. Iako je dozivela veliki uspeh u teorijskom objasnjavanju termodi-
namickih osobina fizickih sistema, formalizam statisticke mehanike u zadnje
vreme sve viSe nalazi svoju primenu i u mnogim drugim oblastima prirod-
nih i drustvenih nauka. Tako se danas metodi statisticke fizike sa uspehom
primenjuju u biologiji, ekonomiji, psihologiji, sociologiji i sl.

Termodinamika, kao fenomenoloska disciplina, utvrdjuje opste zakone
izmedju velicina kojima opisujemo termodinamicke osobine posmatranog
fizickog sistema. Medjutim, samo na osnovu ovih zakona nismo u mogu-
¢nosti da odredimo vrednosti odredjenih termodinamickih veli¢ina ili da
nadjemo specificne jednacine, koje povezuju odredjeni konacan skup para-
metara kojima definiSemo makroskopsko stanje sistema.! Ove jednacine se
zovu jednacine stanja i zavise od prirode posmatranog sistema. Statisticka
fizika polazi od osnovnih fizickih zakonitosti klasicne, odnosno kvantne
mehanike, s ciljem da da kompletan opis sistema kao celine. Jasno je
da prilikom termodinamickog opisa za nas nije od posebnog interesa po-

U slucaju termodinamickih sistema koji poseduju samo mehanicka svojstva ulogu
makroskopskih parametara igraju zapremina sistema V', pritisak P i temperatura 7'
Ako sistem pored mehanickih poseduJe i magnetne 111 elektriéne osobine, ovaj skup treba

prosiriti magnetnlm poljem H i magnetizacijom M odnosno elektricnim poljem E i

polarizacijom ’P .
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jedina¢no ponasSanje Cestica sistema, veé¢ nas interesuje njegovo globalno
ponasanje. Na primer, u slucaju gasa cestica interesuje nas ukupna en-
ergija, a ne energija neke od CGestica u sistemu. Cinjenica da je svaki ter-
modinamicki sistem sastavljen od velikog broja podsistema (najcesée su
to cestice) dozvoljava nam da ovaj u sustini mehanicki sistem proucavamo
metodama razvijenim u mehanici sistema. Medjutim, zbog prisustva ve-
likog broja cestica, Cisto mehanicko opisivanje sistema sa tako velikim
brojem stepeni slobode nije od velike koristi, jer je prakticno nemoguce
resiti veoma veliki broj postavljenih diferencijalnih jednacina kretanja. U
cilju prevazilazenja ovih teskoca, pojavila se ideja o kombinovanju metoda
mehanike sistema Cestica, sa metodama matematicke statistike. Kao rezul-
tat ove kombinacije, negde krajem 19. i pocetkom 20. veka, nastala je
statisticka mehanika kao mikroskopska teorija termodinamickih sistema.

1.2 Fazni prostor

Posmatrajmo mehanicki sistem koji je sac¢injen od N cestica. U ovom
sistemu dinamicko stanje proizvoljne i-te (i = 1,2, ..., N) Cestice odredjeno
je skupom generalisanih koordinata ¢ = (giz, iy, ¢i») 1 njima pripadajué¢im
generalisanim impulsima p; = (piz, Piy, Piz). Za ceo sistem reci ¢emo da se
nalazi u dinamic¢kom stanju

(ﬁ;@)z(ﬁ17ﬁ27"'7ﬁN7 ilvi?u"'an)7 (1]->

koje je odredjeno skupom svih generalisanih impulsa i svih generalisanih ko-
ordinata, koje jednim imenom zovemo kanonske promenljive. Stanje celog
sistema mozemo prikazati tackom u 6 N-dimenzionom prostoru, formira-
nog od 3N generalisanih koordinata i 3N generalisanih impulsa. Ovako
definisan prostor zove se fazni prostor, ili I' prostor, a tacke koje u njemu
reprezentuju pojedina dinamicka stanja sistema fazne tacke. Posto se di-
namicko stanje sistema menja sa vremenom, to ¢e i fazna tacka tokom vre-
mena menjati svoj polozaj. Putanja koju tokom vremena obrazuje fazna
tacka predstavlja liniju u 6 N-dimenzionom faznom prostoru (fazna trajek-
torija) i moze se predstaviti skupom jednacina u parametarskom obliku

{@-(t), cﬁ(t)} i=1,2,....N, (1.2)

koje odgovaraju zakonu evolucije dinamickog stanja sistema. Konkretan
oblik zavisnosti generalisanih impulsa i generalisanih koordinata od vre-
mena, mozemo dobiti reSavanjem sistema Hamilton-ovih jednacina
dp; ~ OH dgg  OH
dt o’ dt  op;

(1.3)
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gde je H(p,q,t) Hamilton-ova funkcija.? Navedene jednacine vaze ako na
cestice sistema deluju samo potencijalne sile, odnosno ako se generalisana

sila Cjz (koja odgovara koordinati ¢;) moze izraziti u obliku @; = —g—g,
gde je U(q1,-..,qn,t) potencijalna energija sistema, koja pored general-

isanih koordinata moze zavisiti i od vremena. Za formiranje jednacina
(1.3) neophodno je poznavati Hamilton-ovu funkciju, koja pod dosta opstim
uslovima predstavlja ukupnu energiju sistema, i moze se prikazati kao zbir
kineticke i potencijalne energije H(p,q,t) = T(p) + U(q,t).*> Primetimo
da zbog pretpostavljene zavisnosti kineticke energije samo od impulsa vazi
—g;lf = —g—g = @;, pa prvu jednac¢inu moZemo prikazati u obliku dgi
Ako je sistem konzervativan, Hamilton-ova funkcija ne zavisi eksplicitno
od vremena H(p, ) (to Ce biti slucaj ako je sistem izolovan ili se nalazi u
spoljasnjem vremenski nepromenljivom polju) pa ¢e biti integral kretanja,
Sto odgovara zakonu odrzanja energije.

U proucavanju termodinamickih sistema susrec¢emo se sa veoma velikim
brojem stepeni slobode, koji je povezan sa prisustvom velikog broja Cestica
(samo jedan mol supstance sadrzi Avogadro-ov broj N4 ~ 6,022-10%3 mol~*
Cestica) pa reSavanje 6 N Hamilton-ovih jednacina predstavlja ozbiljan ma-
tematicki zadatak. Uz pretpostavku da cak i mozemo da reSimo ovako ve-
liki broj diferencijalnih jednacina, ostaje nam da u dobijena opSta resenja
uvrstimo i 6N pocenih uslova, tj. potrebno je da za svaku cesticu znamo
pocetni polozaj i pocetni impuls (tj. brzinu). Za ovako veliki broj cestica
ne postoji eksperiment u kome je to moguce utvrditi. Kako sa poveéanjem
broja Cestica raste i broj Hamilton-ovih jednacina koje treba resiti, a samim
tim i broj pocetnih dinamickih stanja koje treba poznavati, sve to zajedno
¢ini problem jako slozenim. U daljem izlaganju videcemo kako se prob-
lem nemoguénosti reSavanja ovako velikog broja diferencijalnih jednacina i
poznavanja pocetnih uslova, moze zaobi¢i primenom metoda matematicke
statistike. StaviSe, ispostavlja se da makroskopske veli¢ine kojima opisu-
jemo sistem, postaju tacnije definisane ako je broj cestica u sistemu veéi.

= i

20vde oznake (%_ i 6%7_ predstavljaju trodimenzioni diferencijalni operator %
k3 k3

Ziﬁ%aﬁ koji na skalar ¢(&@) deluje na sledeéi nacin g—‘g = 2:1%%' Oznaka 2%,

koju ¢emo sresti u daljem tekstu, predstavlja skalarni proizvod g—g = %-6 = 22:1%»

gde je 5(&').

3Hamilton-ova funkcija ¢e se poklapati sa ukupnom energijom sistema, ako je kre-
tanje cestica slobodno ili su veze koje ogranicavaju njihovo kretanje stacionarne. Treba
napomenuti, da u opStem slucaju, u zavisnosti od izbora generalisanih koordinata,
kineticka energija pored generalisanih impulsa moze da zavisi i od generalisanih koordi-
nata T'(p, ¢). Medjutim, ako za generalisane koordinate izaberemo pravougle Descartes-
ove koordinate (Sto je uglavnom slucaj) kineticka energija ¢ée zavisiti samo od impulsa
Gestica sistema, odnosno biti oblika T'(5) = S~ | 52 /2m..
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1.3 Mikrostanje sistema

S makroskopske tacke gledista, u zavisnosti od uslova pod kojima se
sistem nalazi, stanje sistema definisano je odredjenim konacnim skupom
parametara. Velicine koje odredjuju uslove pod kojima se sistem nalazi
obic¢no su ukupna energija sistema F, broj cestica u sistemu NV i zapremina
V koja je dostupna sistemu. U zavisnosti od vrste sistema koji proucavamo,
makroskopski uslovi mogu biti definisani i drugim veli¢cinama kojima opisu-
jemo uticaj spoljasnjih sila na sistem, kao Sto je na primer spoljasnje elek-
tricno (ako je u pitanju dielektriéni sistem) ili magnetno polje (u slu¢aju
magnetnog sistema). Na mikroskopskom nivou energija celog sistema opi-
sana je hamiltonijanom H, koji eksplicitno zavisi od generalisanih impulsa i
koordinata, a ako je sistem nekonzervativan i od vremena. Zavisnost hamil-
tonijana od makroskopskih veli¢ina obi¢no je iskazana implicitno, u vidu
grani¢nih uslova koje treba da zadovolje dinamicke promenljive (impulsi i
koordinate).

U mikroskopskom proucavanju sistema od N cestica videli smo da poz-
navati dinamicko stanje sistema znaci poznavati dimanamicko stanje svake
pojedine cestice u sistemu, a u prethodnom odeljku smo se uverili da je
tacno odredjivanje dinamickog stanja sistema sa velikim brojem cestica jako
slozen matematicki problem. Odustajanje od tacnog poznavanja zakona
promene dinamickog stanja (1.2) vodi nas ka uvodjenju pojma verovatnoce,
da se sistem u trenutku ¢ nadje u stanju (9, ¢'), koje éemo zvati mikrostanje
sistema, a koje smo u faznom prostoru reprezentovali faznom tackom. Me-
djutim, imajuc¢i u vidu da klasi¢cna mehanika predstavlja granican slucaj
kvantne mehanike i da je ponaSanje mikrocestica u sustini odredjeno zakon-
ima kvantne fizike, prirodno nametnutu reprezentaciju mikrostanja faznom
tackom moramo korigovati, uzimajuéi u obzir kvantnomehanicku prirodu
mikrocestica. Iz narednog razmatranja vide¢emo da ove korekcije dovode do
kvantizacije faznog prostora, tako da jednom mikrostanju sistema umesto
fazne tacke, odgovara element konacne zapremine u faznom prostoru.

Klasic¢na fizika pre¢utno pretpostavlja da je moguce istovremeno odred-
iti polozaj i impuls jedne cCestice sa proizvoljnom tacnosc¢u. To bi znacilo da
bilo koje dve, ma koliko bliske, fazne tacke predstavljaju razli¢ita mikrosta-
nja sistema. PoSto je merenje ovih veli¢ina u sustini kvantni proces, a
kako iz kvantne mehanike znamo da je istovremeno odredjivanje polozaja
i impulsa moguce samo do odredjene tacnosti, to ¢e i stanje sistema biti
locirano sa odredjenom tacnoséu. Ako sa Ag;, oznacimo neodredjenost
koordinate, a sa Ap;o (1 = 1,2,...,N; a = z,y, z) neodredjenost impulsa
Cestice, tada vaze Heisenberg-ove relacije neodredjenosti Ap;oAgia > h,
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N

ﬁ g V(,=h3N
| a7
N/
14
— O &

/N!Vo\
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7

dq q

Slika 1.1: Element zapremine faznog prostora dpdq sastavljen od ve-
likog broja elementarnih faznih Celija (prikazanih kvadratiéima) za-
premine Vo = h*" (Vu <« dpdg). U konkretnom slucaju ukupan
broj elementarnih faznih éelija iznosi 16 x 12 = 192. Fazne tacke un-
utar jedne fazne Celije, zbog Heisenberg-ovog principa neodredjenosti
reprezentuju isto mikrostanje sistema. U desnom delu slike, imajudéi
u vidu osobinu identi¢nosti Cestica, zbirno smo prikazali skup od N!
elementarnih faznih éelija (osenéeni kvadratiéi) koje odgovaraju stanji-
ma nastalih permutacijom identi¢nih ¢estica, od kojih u principu samo
jedna elementarna fazna c¢elija lezi u elementu dp'dq, a ostale su razba-
cane po ostatku faznog prostora. Ove fazne Celije sa kvantnomehanicke
tacke gledista, predstavljaju jedno mikrostanje sistema kome odgovara
zapremina N!Vp. Na primer, ako u sistemu imamo N = 3 identi¢ne
Cestice tada jedno mikrostanje zauzima zapreminu 6V, (3! = 6), tako
da prikazanom elementu zapremine faznog prostora treba pridruziti
ukupno 192/6 = 32 razli¢ita mikrostanja.

gde je h = 6,62 - 10734 Js, Planck-ova konstanta. Za sistem od N Gestica
bice

N
AFAG=T] I ApiaAgia =1, (1.4)
i=1 a=x,y,2
odnosno, sve fazne tacke koje leze u faznoj zapremini Vy = h3" reprezen-

tovace isto mikrostanje, usled nemogué¢nosti njihovog razlikovanja u procesu
istovremenog merenja koordinata i impulsa. To znaci da deli¢ faznog pros-
tora zapremine Vj, oko tacke (p,¢’) predstavlja jedno mikrostanje sistema
(Slika 1.1). Ovaj minimalni element faznog prostora zove se elementarna
fazna celija.

Neka se cestice koje ¢ine sistem, medjusobno ne razlikuju, tj. neka je
sistem sacinjen od identi¢nih Cestica, Sto znaci da sve Cestice pripadaju istoj
vrsti (na primer elektroni, molekuli kiseonika itd.). Svojstvo identi¢nosti je
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p; D;
@ |~ — P .
ql > pk ql' — 17}(
i 9k
7 7
A — A
®) | N ) .
q; > 7 q; _ P
9k dx

Slika 1.2: Na crtezu (a) prikazana je permutacija dve razli¢ite Cestice:
crne A i bele B. Cestica A nalazi se u stanju (7, ), a Cestica B
u stanju (pPk, gk). Permutacija Cestica ocigledno daje novo stanje, u
kome se cestica A sada nalazi u stanju (px, k), a Cestica B u stanju
(Pi,q:). Crtez (b) prikazuje permutaciju dve identi¢ne Cestice A, koje
smo oznacili istom bojom, tako da ih ne mozemo razlikovati. U ovom
slu¢aju ne dobijamo novo stanje, jer ne mozemo razlikovati stanje pre,
od stanja posle permutacije cestica.

kvantna osobina. Svaka Cestica jedne vrste moze se okarakterisati kona¢nim
skupom inherentnih parametara (masa, naelektrisanje, spin,...) na osnovu
kojih identifikujemo pripadnost cCestice odredjenoj vrsti. Vrednost svakog
od posmatranih parametara ista je za bilo koju Cesticu posmatrane vrste,
i prilikom merenja na svakoj od identi¢nih cestica, uvek ¢emo dobiti isti
rezultat. Dakle, ¢estice mozemo medjusobno razlikovati izmedju razlicitih
vrsta, ali ne i unutar iste vrste cestica.

Posmatrajmo jedno mikrostanje sistema od N identi¢nih cestica. Ovo
stanje sacinjeno je od N pojedina¢nih stanja (p;, ¢;) svake od Cestica (i =
1,..., N). Zamislimo sada da smo izvrsili permutaciju dve ¢estice, odnosno
da je izmedju uocenih cestica doslo do medjusobne zamene vrednosti param-
etara (impulsa i prostornih koordinata) kojima su odredjena njihova poje-
dina¢na stanja (Slika 1.2). Ovo je mogucée uraditi ako se Cestice mogu
premestati na makroskopska rastojanja, kao Sto je na primer slucaj kod
gasa Cestica kada se Cestice kre¢u po celoj zapremini koju zauzima sistem.
U ovom slucaju kazemo da se radi o prostorno nelokalizovanom sistemu
cestica. Ukoliko je kretanje svake od cestica ograniceno na veoma mali
deo prostora sistema (kao Sto je na primer slucaj Cestica koje se nalaze
u ¢vorovima kristalne reSetke), tada se Cestice ne mogu premestati na
makroskopska rastojanja unutar zapremine sistema. Samim tim ni bilo



1.3 Mikrostanje sistema 7

koje dve cCestice iz sistema ne mogu zameniti mesta, odnosno vrednosti
prostornih koordinata. U ovom slucaju kazemo da su cestice prostorno
lokalizovane, i mi ih u principu mozemo razlikovati po mestu lokalizacije.
Posto se permutacija Cestica svodi na medjusobnu zamenu vrednosti
parametara kojima su odredjena njihova pojedinac¢na stanja, to ¢e u faznom
prostoru, sa matematicke tacke gledista, dovesti do novog stanja sistema
kome odgovara nova elementarna fazna celija. U sistemu od N cestica uku-
pan broj permutacija koje mozemo napraviti iznosi N! i njima odgovara
N! elementarnih faznih ¢elija. Ako su Cestice identi¢ne, prilikom merenja
opserver nije u stanju da razlikuje neku od N! reprezentativnih elemen-
tarnih faznih ¢éelija nastalih permutacijom cestica, $to znaci da svih N!
elementarnih faznih éelija fakticki predstavlja jedno mikrostanje sistema
(p,q). Ovom mikrostanju u faznom prostoru pripada zapremina N!h3V,
¢ime broj mikrostanja jednog sistema postaje prebrojiv, odnosno u delu
faznog prostora djpdq postoji ukupno dgdg /N!h3VN razlicitih mikrostanja.
Posmatrajmo neku fizicku velicinu A(p, 7), koja je funkcija mikrostanja
(P, 7). Posto mozemo smatrati da unutar elementa faznog prostora dp'dq,
veli¢ina A(p, ¢') ima konstantnu vrednost, to znaci da ¢e njena zbirna vred-
nost, po mikrostanjima unutar elementa dp'dq, iznositi A(p,q) dNy,s, gde
je dNps = dpdq/N!R3N ukupan broj razlicitih mikrostanja unutar pos-
matranog elementa. Ovo zapazanje nam dozvoljava da sumiranje veli¢ine
A(p,q) po proizvoljnom skupu mikrostanja {(p,7)}, zamenimo integraci-
jom po delu faznog prostora G, koji obuhvata uoceni skup mikrostanja

> A@G) — [AEar, (1.5)
{(ra)} G
gde smo sa
_ dpdq
~ NIp3N?
oznacili elementarnu zapreminu faznog prostora koja je izrazena u jedini-
cama N!R3N. Sa fizicke tacke gledista veli¢ina dI" predstavlja broj razli¢itih

dr (1.6)

N
mikrostanja u elementu dpdd = [] dp; dg; faznog prostora.

Napomenimo, da u slucaju Zkaluda je sistem sacinjen od cestica koje
pripadaju veéem broju razlicitih vrsta (na primer od molekula kiseonika,
ugljen-dioksida, azota itd.), tada umesto faktora N! u imeniocu izraza (1.6)
treba da stoji H,i(zl N!, gde je Ni broj identi¢nih cestica k-te vrste, a K
broj vrsta u sistemu Zszl N = N. Isti zakljucak vazi i u slucaju kada sve
Cestice u sistemu pripadaju jednoj vrsti, ali su na neki nacin podeljene u K
prostorno lokalizovanih grupa od po Nj Cestica (na primer, nekom vrstom
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pregrada), tako ne postoji razmena Cestica izmedju razlic¢itih grupa (grupe
se ne mesaju). U ovim situacijama element zapremine faznog prostora sis-
tema treba predstaviti u formi

dp®) ag(k
dF:kHl Nk'thk Hdl“k (1.7)

Ovde smo sa §* i ) oznagili skup svih impulsa i koordinata (ukupno
6N}, velicina) koje odgovaraju Gesticama k-te grupe, a sa

dp®) dg %)

ATy = e

(1.8)
elementarnu zapreminu faznog prostora cestica date grupe.

U klasi¢noj statistici i dalje ¢emo stanje sistema reprezentovati faznom
tackom i zadrzati koncept medjusobnog razlikovanja cestica. Pomenute
kvantnomehanicke korekcije morali smo uzeti u obzir kako bi za sistem
koji se nalazi pod odredjenim makroskopskim uslovima ta¢no odredili broj
mikrostanja u kojima sistem moze da se nadje, i time izbegli moguénost
izvodjenja nekih pogresnih zakljucaka (videti odeljak 2.9) slede¢i samo
logiku klasicne fizike.

1.4 Statisticki ansambli sistema

U eksperimentalnom proucavanju sistema sa velikim brojem cestica mi
vrsimo njegovo makroskopsko posmatranje u toku nekog kona¢nog vremen-
skog intervala, u toku koga sistem prolazi kroz niz mikrostanja u skladu za
zakonom evolucije. Posle dovoljno dugog vremena posmatranja mozemo
smatrati da ¢e sistem proci kroz skoro sva mogucéa mikrostanja. Ovaj stav
koji je u statisticko]j fizici poznat kao ergodicka hipoteza, dozvoljava nam
da u teorijskom proucavanju umesto jednog sistema, istovremeno posma-
tramo skup identi¢nih* fizickih sistema od kojih se svaki nalazi u razlicitom
mikrostanju iz skupa svih moguéih mikrostanja. Ovako obrazovan skup sis-
tema zovemo statisticki ansambl sistema.

Ideja ansambla je da vremensku evoluciju realnog sistema i njegovog
prolaska kroz razli¢ita mikrostanja sistema, zamenimo ekvivalentnim sku-
pom zamisljenih kopija sistema (u smislu jednakosti makroskopskih uslova),
koji je formiran tako da pocevsi od nekog trenutka, svaki ¢lan ansambla za

40vde osobina identi¢nosti podrazumeva da se svi sistemi nalaze pod istim makroskop-
skim uslovima.



1.5 Funkcija raspodele 9

pocetno stanje ima jedno mikrostanje iz skupa svih moguéih mikrostanja
sistema. Na taj nac¢in reSavamo problem utvrdjivanja pocetnih uslova. Sada
mozemo svaki ¢lan iz ansambla, odnosno svako mikrostanje, reprezentovati
faznom tackom koja ¢e se kroz fazni prostor, kretati u skladu s Hamilton-
vim jednacinama. Dakle umesto vremenske evolucije realnog sistema, mi
u ansamblu sistema vr§imo istovremeno posmatranje evolucije skupa sis-
tema, pri cemu se u pocetnom trenutku svaki ¢lan iz ansambla nalazio u
razlicitom mikrostanju. Medjutim, problem vremenske evolucije svakog od
sistema iz ansambla i dalje ostaje neresen jer ne znamo reSenja Hamilton-
ovih jednacina. Ovaj problem resavamo uvodjenjem pojma verovatnoce
nalazenja nekog od clanova ansambla u odredjenom mikrostanju i odre-
djenom trenutku vremena.

S obzirom na tip kontakta koji sistem ostvaruje sa okolinom, u statisti-
¢koj fizici se uglavnom proucavaju tri vrste ansambla: mikrokanonski, ka-
nonski ¢ veliki kanonski. U slucaju mikrokanonskog ansambla sistem je pot-
puno izolovan u odnosu na okolinu, tako da su njegova zapremina, energija i
broj cestica konstantni. Kod kanonskog ansambla dopusta se mogucénost da
sistem razmenjuje energiju sa okolinom (sa kojom je u toplotnoj ravnotezi),
a kod velikog kanonskog ansambla i cestice. Svaki od ova tri tipa ansambla
bic¢e posebno i detaljno proucen. Napomenimo da pored navedenih, postoje
i drugi tipovi ansambla, kao na primer izobarno-izotermski ansambl, koji
sa okolinom razmenjuje samo energiju ali je dozvoljena mogucénost promene
zapremine, s tim Sto pritisak sistema ostaje konstantan. Medjutim, ovaj i
sliécni ansambli ne nalaze tako Siroku primenu u statistickoj fizici kao prva
tri.

1.5 Funkcija raspodele

Posto nismo u stanju da tacno odredimo mikrostanje u kome se posma-
trani sistem nalazi, pokazalo se pogodnim da umesto egzaktnog nalazenja
mikrostanja u nekom trenutku vremena, odredimo verovatnoéu nalazenja
sistema u svakom od mogucéih mikrostanja. Raspodelu verovatnoce, po
mikrostanjima, u nekom vremenskom trenutku ¢, izrazavamo preko funkcije
raspodele f(p,q,t), koja mora da zadovolji uslov normiranja

> f@an=1, (1.9)

ceo skup {(7,q)}

gde sumiranje vrsimo po svim moguc¢im mikrostanjima sistema. Odavde,
u skladu s formulom (1.5), sa navedenog sumiranja mozemo preéi na inte-
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graciju po celom faznom prostoru I', odnosno

ff ydl' =1. (1.10)

Ostaje jos da se blize odredi oblik funkcije raspodele f(p’,q,t). Vred-
nosti ove funkcije mogu se odrediti u slede¢em eksperimentu. Posmatrajmo
jedan realan sistem i neka je t trenutak u kome pocinje posmatranje, a 7
ukupno vreme posmatranja, za koje ¢emo pretpostaviti da je dovoljno ve-
liko da sistem u toku njega prakti¢no prodje kroz sva moguca mikrostanja.
Ako sa AT(p, ¢,t) ozna¢imo deo vremena koje sistem provede u mikrostanju
sa impulsom p' i koordinatom ¢, bice f(p,q,t) = A7r(p,q,t)/T. Mi dakle
posmatramo kretanje sistema kroz fazni prostor, a verovatnoc¢u nalazenja
sistema u nekom mikrostanju odredjujemo kao relativno vreme koje sistem
provede u posmatranom mikrostanju.

Na jeziku ansambla, funkcija f(7,q,t) predstavlja verovatnoéu da u
nekom trenutku ¢, iz ansambla sistema sluc¢ajno izabrani sistem bude u
mikrostanju sa impulsom p'i koordinatom ¢.

1.6 Srednje vrednosti fizickih veli¢ina

Posmatrajmo neku fizicku veli¢inu A, pocevsi od nekog trenutka t, u
toku vremenskog intervala 7. Rezultat koji dobijamo merenjem posma-
trane veli¢ine u zadatom vremenskom intervalu, predstavlja njenu vremen-

sku srednju vrednost
t+7'

== f (1.11)

Ako je sistem u stanju termodinamicke ravnoteze® veli¢ina (A), neée zavis-
iti od izbora trenutka t, dok ¢e u suprotnom slucaju zavisiti. Sa mikrosko-
pske tacke gledista dobijena merena vrednost se moze shvatiti kao rezultat
usrednjavanja veli¢cine A po onim mikrostanjima sistema kroz koja je on
proSao tokom vremena 7. Ako je 7 dovoljno veliko, tada ¢e sistem na os-
novu ergodicke hipoteze pro¢i kroz skoro sva moguca mikrostanja, pa u
tom slué¢aju makroskopsku vrednost mikrofizicke veli¢ine® A(7, ') mozemo
dobiti usrednjavanjem po ansamblu

jA q)f (5,q,t)dr, (112)

5Za neki sistem kazemo da je u termodinamickoj ravnotezi ako se njegovo stanje,
odredjeno skupom makroskopskih parametara, ne menja s vremenom.
SPretpostaviéemo da A kao mikroskopska veli¢ina ne zavisi eksplicitno od vremena.
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koje se svodi na navedenu integraciju po celom faznom prostoru. Dakle,
umesto vremenske srednje vrednosti mozemo izvrSiti usrednjavanje veli¢ine
A po ansamblu sistema. Uz pretpostavku vazenja ergodicke hipoteze, nave-
dene srednje vrednosti moraju biti jednake

(A), = (4). (1.13)

Jedna od najvaznijih fizickih veli¢ina koju sre¢emo u statistickoj fizici
je unutrasnja energija sistema, koja zapravo predstavlja srednju vrednost
hamiltonijana, koji je jednak zbiru kineticke i potencijalne energije svih
Cestica

H, @) = T(F) + U(d), (1.14)

gde smo uzeli da kineticka energija zavisi samo od impulsa, a potencijalna
samo od koordinata (sistem je konzervativan). Na osnovu formule (1.12)
sledi da ¢e unutrasnja energija biti jednaka srednjoj vrednosti, gore defin-
isanog hamiltonijana po ansamblu sistema, a iz (1.13) da ¢e ovako ra¢unata
vrednost biti jednaka merenoj vrednosti.

U procesu merenja mi odredjujemo makroskopske vrednosti veli¢ina
koje su u statistici definisane u odnosu na sistem koji sadrzi proizvoljan
broj ¢estica N. Posto je u termodinamici broj N veoma veliki (prakti¢no
beskonacan), rezultati koje dobijamo u statistici treba preslikati na ter-
modinamicke vrednosti u limesu N — oo, ali tako da zapremina po Cestici
V/N (odnosno gustina) ostane konstantna. Prelaz sa statistike na termod-
inamiku primenom navedenog grani¢nog procesa zovemo termodinamicki
limes. U tom smislu termodinamicke velic¢ine koje dobijamo preko srednjih
vrednosti mikroskopskih veli¢ina po ansamblu treba shvatiti kao rezultat
koji dobijamo nakon primene termodinamickog limesa.

1.7 Liouville-ova teorema

Posmatrajmo jedan statisticki ansambl i pretpostavimo da se ukupan
broj sistema u ansamblu (tj. broj moguéih mikrostanja) ne menja tokom
vremena. Iz datog ansambla sistema izdvojimo odredjeni podskup sistema,
koji je u trenutku ¢ reprezentovan odredjenim skupom mikrostanja ko-
jima u faznom prostoru odgovara zapremina G(t). Posmatrani podskup
evoluira po Hamilton-ovim jedna¢inama (1.3), tako da ¢e u nekom doc-
nijem trenutku ¢ + At, mikrostanja u kojima se nalaze pojedini ¢lanovi
iz posmatranog podskupa sistema, zauzeti zapreminu G(t + At) u nekom
drugom delu faznog prostora (Slika 1.3). Ako sa Nt oznacimo broj svih
mikrostanja, a sa Ng broj mikrostanja koja su obuhvacena zapreminom G,
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=

G (t+Af)

q

Slika 1.3: Kretanje faznih tacaka kroz fazni prostor. U pocetnom
trenutku odredjeni skup Ng faznih tacaka obuhvaéen je faznom za-
preminom G(t), kvadratnog oblika. Brzina fazne tacke predstavljena je
vektorom 1, a element povrsi S koja obuhvata zapreminu G(t) oznagili
smo sa dS. Oblast koju zauzima posmatrani skup faznih tacaka, tokom
vremena se pomera i menja oblik, pa ¢e u nekom kasnijem trenutku
imati oblik deformisanog kvadrata zapremine G(¢t + At). Na osnovu
Liouville-ove teoreme veli¢ina fazne zapremine se tokom vremena ne

menja G(t) = G(t + At).

tada je verovatnoca nalazenja sistema u nekom od Ng mikrostanja data
izrazom

w="C = [ f(7,qt)dr, (1.15)

dw = L = f(7,q,t)dT. (1.16)

Broj mikrostanja po jedinici zapremine faznog prostora, tj. fazna gustina
mikrostanja bice
_ dNr

= —— =Nrf(p.q.t 1.1
P dar Ff(p7Q7>a ( 7)

pa je ukupan fluks mikrostanja kroz povrs S koja obuhvata zapreminu G
(tj. broj mikrostanja koja u jedinici vremena napuste zapreminu G) dat
izrazom

o= pi-dS = Nef(7, G- dS, (1.18)
S S
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gde smo sa U = (ﬁl,ﬁ'g, o DNG T Gy cj'N) oznacili vektor brzine fazne
tacke u faznom prostoru.

Posto se broj mikrostanja tokom vremena ne menja vazi¢e jednacina
kontinuiteta, koja tvrdi da je smanjenje broja mikrostanja Ng u zaprem-
ini GG jednako fluksu mikrostanja kroz povrs S koja obuhvata posmatranu
zapreminu

Izraz na levoj strani mozemo nadéi diferenciranjem (1.15) po vremenu, a
fluks @ je dat formulom (1.18), pa poslednji izraz mozemo predstaviti u
vidu

fafp @1 g — gSf(p gt a-ds. (1.20)

Povrsinski integral na desnoj strani mozemo na osnovu Gauss-ove teoreme
pretvoriti u zapreminski

_f%dr:fv-(f(ﬁ,m)ﬁ)dr. (1.21)
G G

Da bi dobijeni izraz vazio za proizvoljnu zapreminsku oblast G, mora biti
ispunjeno
of

E‘FV (f )ZO- (1'22>

Drugi ¢lan ovog izraza predstavlja divergenciju funkcije fu u faznom pros-
toru, na osnovu ¢ega mozemo pisati

+Z{ (fpz) (% (fq*)} =0, (1.23)

odnosno

0 op; | O;
Z(afﬁz 8*qz>+fz(a§l 837>:O' (1.24)

Uvrstavanjem (1.3) u dobijeni izraz, druga suma postaje identicki jednaka

nuli, pa je
OH Of OH Of
1.2
Z (a(b 8172 apz 8%) ( 5)

ili u konciznoj formi
of

e =[H, f], (1.26)
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gde smo sa [H, f] oznagili Poisson-ovu zagradu’ funkcija funkcija H i f.
Dobijeni izraz predstavlja jednacinu koju treba da zadovoljava funkcija
raspodele f i zove se Liouville-ova jednacina. Na osnovu formule za to-
talni diferencijal

df _of
= 2 1.2
LA TR (1.27)
i Liouville-ove jednacine (1.26) sledi
df
— =0. 1.2
1 =0 (1.28)

Dobijena formula predstavlja matematicki iskaz Liouville-ove teoreme, ko-
ja tvrdi da se funkcija raspodele ne menja duz fazne trajektorije, pa u
tom smislu predstavlja integral kretanja. Posto je f konstanta kretanja,
iz formule (1.17) sledi i da ¢e fazna gustina mikrostanja p, takodje biti
konstanta kretanja, tj. nece se menjati duz fazne trajektorije. Imajuéi u
vidu da je broj mikrostanja konstantan, odavde izvodimo zakljucak da se
ni veli¢ina fazne zapremine G koja obuhvata uoceni skup mikrostanja, nece
menjati s vremenom. Odnosno, Liouville-ova teorema za posledicu ima
tvrdnju, da se zapremina oblasti faznog prostora koju zauzima odredjeni
skup faznih tacaka tokom evolucije ne menja, tj. tokom vremena moze se
menjati samo oblik oblasti ali ne i njena zapremina (Slika 1.3). Drugim
recima, deli¢i faznog prostora koji reprezentuju odabrani skup mikrostanja
sistema, tokom kretanja se ponasaju kao nestisljiv fluid.

Pretpostavimo sada da se sistem nalazi u ravnoteznom stanju. To znaci
da se srednje vrednosti veli¢ina (1.12) ne menjaju sa vremenom. Potreban
uslov za to je da funkcija raspodele ne zavisi eksplicitno od vremena

of
A 1.29
T (1.29)
ve¢ samo od impulsa i koordinata f(p, ¢'), tako da se pridruzeni ansambl sis-
tema nalazi u stacionarnom stanju. U ovom slu¢aju, Liouville-ova jednacina
(1.26) dobija jednostavan oblik

[H,f]=0. (1.30)

"Poisson-ova zagrada dve proizvoljne funkcije g(ps, gi,t) i h(pi,qi,t) (i = 1,2,...,n)

definiSe se izrazom
_ " [ dg Oh _ 0Og Oh
l9,h] = Z <8qi Op;  Op; 8qi> '
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Najjednostavnije resenje predstavlja slucaj kada je funkcija raspodele kon-
stantna u celom faznom prostoru

f(P,q) = const. , (1.31)

Sto odgovara slucaju kada su sva mikrostanja podjednako verovatna. Opsti-
je resenje za f(p,q) je moguénost da zavisnost funkcije f od impulsa i
koordinata bude izrazena implicitno preko Hamilton-ove funkcije H(7, ),
odnosno da f pripada klasi funkcija oblika

£6.0) = F(H5.0)) . (1.32)

gde je F' proizvoljna funkcija. Odavde vidimo da u stanju ravnoteze ni
hamiltonijan sistema ne sme eksplicitno da zavisi od vremena, jer bi u
suprotnom, funkcija raspodele zavisila od vremena. Sem toga, u stanju
ravnoteze srednja vrednost po ansamblu bilo koje fizicke veli¢ine, pa samim
tim i hamiltonijana, ne sme da zavisi od vremena, za $to je na osnovu
formule (1.12) potreban uslov da funkcija raspodele i posmatrana fizicka
veli¢ina ne zavise eksplicitno od vremena.

Relacija (1.32) je dobijena na osnovu ¢isto mehanickih razmatranja i
u ovom momentu predstavlja maksimum informacija koje imamo o obliku
funkcije raspodele. Da bismo blize odredili njenu zavisnost od hamiltoni-
jana moramo uvesti dodatne pretpostavke koje se ticu fizickih karakteris-
tika sistema koje data funkcija raspodele opisuje, a posebno je potrebno
specificirati makroskopske uslove pod kojima se dati sistem nalazi.

1.8 Statisticka definicija entropije

Gibbs je entropiju definisao preko srednje vrednosti logaritma funkcije
raspodele po statistickom ansamblu

S = —k<1nf(ﬁ,§,t)>, (1.33)

gde je k = 1,38 -10723J /K Boltzmann-ova konstanta. Na osnovu formule
(1.12) dati izraz mozemo napisati u razvijenom obliku

§=—k [ f(7,q,t)n f(7,q,t)dT . (1.34)
I

Iz navedene formule mozemo videti da ovako definisana entropija moze
opisivati samo ansamble sistema koji se nalaze u stanju ravnoteze. Naime,
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ako entropiju posmatramo kao funkciju vremena, tada ¢e za dva proizvoljna
trenutka ¢ i ¢’ biti

—k [ F(F().q@.t) nf(5(0), 7)) d0@),  (135)
r

S(t)

SW) = —k [ F(F@).0@).¢) I f(F(),q(¢).1) dO(¥) . (1.36)
r

Imajuéi u vidu da je na osnovu Liouville-ove teoreme f <ﬁ (t),q (t),t) =

f(ﬁ(t’),cj’(t’),t’), kao i T'(t) = T(¢), bide: S(f) = S(t'). Dakle, ovako
definisana entropija se ne menja s vremenom i moze se prihvatiti samo za
opisivanje sistema koji se nalaze u stanju termodinamicke ravnoteze, jer
tada entropija ima maksimalnu vrednost i ne menja se s vremenom. Pored
toga, posto u ravnoteznom stanju funkcija raspodele ne zavisi eksplicitno od
vremena, formula (1.33) postaje S = —k(In f (¢,¢)). U daljem izlaganju,
na nizu primera, uvericemo se da Gibbs-ova definicija statisticke entropije
ima sve osobine termodinamicke entropije i da se rezultati koje dobijamo
njenom primenom poklapaju sa rezultatima iz termodinamike.

U slucaju ansambla koji opisuju neravnotezne sisteme, kao sto sledi iz
drugog zakona termodinamike, entropija se menja tokom vremena, tako da
se pomenuta definicija entropije ne moze primeniti na ove sisteme. U cilju
definisanja entropije koja ¢e opisivati neravnotezne ansamble, ¢injeni su ra-
zliciti pokusaji u pravcu modifikacije vremenski zavisne funkcije raspodele,
koja ¢e kao rezultat primene formule (1.33) dati entropiju koja ée biti vre-
menski zavisna. Medjutim, nijedan pokusSaj do sada nije dao generalno
primenljiv recept, veé¢ su se pojedine definicije odnosile samo na specifi¢ne
sisteme, pa samim tim imale ograni¢enu primenu. Jednu od definicija vre-
menski promenljive entropije dao je Boltzmann. Medjutim, kao §to ¢emo
videti u poglavlju 8, njegova definicija odnosi se na jednocesti¢nu funkciju
raspodele, a ne na funkciju raspodele celog sistema, i vazi samo za jako
razredjeni gas Cestica.
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Mikrokanonski ansambl

Posmatrajmo sistem kod koga su zapremina V' i broj Cestica u sistemu
N konstantne velicine. Ukoliko razmatrani sistem izolujemo od okoline,
posle izvesnog vremena on ¢e dospeti u termodinamicki ravnotezno stanje
konstantne energije koja se nalazi u veoma uzanom intervalu izmedju E* i
E*+ AE*, gde je AE* mala veli¢ina odredjena Heisenberg-ovom relacijom
neodredjenosti za energiju i vreme AE*At* > h. Ansambl sistema kojim
opisujemo sva moguca mikrostanja, u kojima se pod navedenim uslovima
moze na¢i posmatrani sistem, nazivamo mikrokanonski ansambl.

2.1 Postulat o jednakim verovatnocama

Posto je sistem izolovan, ne postoje razlozi zbog kojih bi verovatnocée po-
javljivanja pojedinih mikrostanja bile razlic¢ite. Zbog toga ¢emo uvesti pos-
tulat o a priori jednakoj verovatnoc¢i pojavljivanja razlicitih mikrostanja u
mikrokanonskom ansamblu. Naime, pretpostavi¢emo da su sva mikrostanja
podjednako verovatna, pa funkciju raspodele verovatnoce za mikrokanonski
ansambl mozemo predstaviti u obliku

1 * - = * *
—— FE*<H{p,q) <E*+AFE
f(p,q) =< ALEY) #.2) (2.1)

van ovog intervala ,

gde je AT'(E*) konstantna veli¢ina (nezavisna od impulsa i koordinata) koja
zavisi od makroskopskih uslova, prvenstveno od energije sistema E*, mada
moze da zavisi i od drugih parametara kao Sto su zapremina V' i ukupan
broj cestica N. Iz izraza za funkciju raspodele vidimo da je ona razlicita od
nule samo za ona mikrostanja za koja hamiltonijan sistema H(p,q) lezi u
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p H=E+dE
H=E
H=E*+AE*
\ DUAN
T I T 1]
u< ~
iy H-E* \ S
T \ ] =
/ q
h\ |
| T[T

Slika 2.1: U delu faznog prostora izmedju energetskih hiperpovrsi E* i
E*+AFE™ funkcija raspodele mikrokanonskog ansambla ima konstantnu
vrednost 1/AT(E™), a van ove oblasti jednaka je nuli. Veli¢ina fazne
zapremine AI'(E*), izrazena u jedinicama N!h3Y | predstavlja ukupan
broj razli¢itih mikrostanja koja stoje na raspolaganju mikrokanonskom
ansamblu. U gornjem desnom uglu posebno je prikazan deo hiper-
povrsi proizvoljne energije H = F sa odgovarajuéim elementom ds.
Pri pomeranju sa povrsi H = E na blisku povrs H = E + dFE, duz
proizvoljnog pravca dr, Hamilton-ova funkcija se promeni za iznos dE.

mikrodomenu'® energije izmedju E* i E* + AE*. Posto sistem ne moze da

se nadje u stanjima sa energijom van ovog intervala, funkcija raspodele za
ta mikrostanja jednaka je nuli. Imaju¢i u vidu da funkcija raspodele mora
biti normirana, vazié¢e

1 J
AT(E )E*SH(@(Y)SE*JrAE*
odnosno
AT(E*) = f dr. (2.3)
E* <H(p.3) <E*+AE*

Odavde vidimo da AT'(E*) predstavlja zapreminu faznog prostora ome-
djenu energetskim hiperpovrsima H(p,q) = E* i H(p,q) = E* + AE*
(Slika 2.1). Posto je zapremina faznog prostora bezdimenziona veli¢ina,
izrazena brojem elementarnih faznih ¢éelija koje odgovaraju razlic¢itim mi-
krostanjima sistema, vidimo da veli¢cina AT'(E*) (koja se naziva termodi-
namicka tezina) predstavlja ukupan broj razli¢itih mikrostanja u kojima se
moze naci mikrokanonski sistem.

'Odavde i poti¢e naziv za ovu vrstu ansambla.
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2.2 Gustina stanja

Posmatrajmo deo faznog prostora koji zatvara energetska hiperpovrs
proizvoljne energije H(p, ) = E. Zapremina ove oblasti iznosi

T(E) = j ar, (2.4)
HPD)<E

i predstavlja ukupan broj mikrostanja ¢ija je energija manja ili jednaka F.
Sada AT'(E) mozemo da izrazimo relacijom

AT(E) =T(E + AE) — T(E) . (2.5)

Imajuéi u vidu da je AE <« E, mozemo I'(E + AFE) da razvijemo u red do
linearnog ¢lana

or

I'E+ AFE)=T(FE)+ a—EAE =T(F)+ QE)AFE, (2.6)
gde smo uveli veli¢inu
0(E) = 2- (2.7)
- OE’ ‘

koja se naziva gustina stanja i predstavlja broj mikrostanja po jedini¢énom
intervalu energije. Kombinacijom (2.5) i (2.6) dobijamo

AT(E) = Q(E)AE . (2.8)

Da bismo na osnovu formule (2.7) odredili gustinu stanja Q(£) moramo na-
jpre na¢i I'(F). U tom cilju posmatrajmo energetsku hiperpovrs H(p,q) =
F ina njoj uocimo element dY =dy 1, gde je 1y ort normale na ovu povrs
(Slika 2.1). Neka je di elementarni pomeraj u faznom prostoru u odnosu
na ovaj element ka hiperpovrsi energije F 4+ dE. Tada se element fazne
zapremine dI', moze predstaviti u obliku

Al = dS 7 - dF. (2.9)

S druge strane, promena energije odnosno elementarna promena Hamilton-
ove funkcije pri ovom pomeraju bic¢e?

dE = dH = gradH - d7 =| gradH | 7ip - A7, (2.10)

2U daljem tekstu H é¢emo zadrzati kao oznaku za funkciju promenljivih 7' ¢, dok ¢emo
sa E oznaCiti moguée vrednosti ove funkcije koje istovremeno predstavljaju i moguée
vrednosti energije sistema.
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gde smo sa

Al
gradH = Z 7 epl 87:’{ €, » (2.11)

oznacili gradijent funkcije H(p, q) u faznom prostoru. Ovde smo (imajuéi u
vidu da je gradijent proizvoljne funkcije normalan na povrs u ¢ijim tackama
je ta funkcija konstantna) iskoristili ¢injenicu da je gradH =| grad™H |ip.
Kombinacijom (2.9) i (2.10) sledi

dXdFE

dl' = ——— 2.12
| gradH |’ (212)

pa se integral (2.4) mozZe napisati u obliku

E
dXx
I'F) = I'= - E. 2.1
(E) ﬂI d j f | grad’H | d (2.13)
H(p,q)<E Emin \Z(E)

Poslednji izraz pokazuje da smo fazni prostor izdelili hiperpovrsima ¥(E)
konstantne energije, na vrlo tanke ljuske debljine dF, gde smo integraciju
izvrsili najpre po jednoj takvoj ljusci, a potom po svim ljuskama, pocevsi
od neke minimalne energije F,,;,, pa do maksimalne F. Diferenciranjem
poslednjeg izraza po energiji, a imajuéi u vidu formulu (2.7), gustinu stanja
mozemo predstaviti u obliku povrsinskog integrala u faznom prostoru

dx
UE) = j | gradH |’
S(E)

(2.14)
gde se integracija vrsi po hiperpovrsi energije E.

Ponekad je potrebno da umesto funkcije raspodele verovatnocée f(p,q)
koja je definisana u faznom prostoru, predjemo na funkciju raspodele u
energetskom prostoru f(E)(E), koja odredjuje verovatnocu da se sistem
nadje u stanju sa energijom FE. Pomenuti prelaz mozemo da ostvarimo tako
Sto ¢emo sabrati verovatnoc¢e onih mikrostanja cija je energija E. U tom
cilju poéi ¢emo od uslova normiranja funkcije f(p,¢) u faznom prostoru, a
potom uz pomo¢ relacije (2.12) preéi na energetski prostor

¢ F(7.9)
I'= —=d¥Y | dE=1. 2.1
j Jp.q)d j j | gradH | dx)d (2.15)
Odavde, na osnovu uslova normiranja [ fENE)dE = 1, u energet-
Enin

skom prostoru, uocavamo da izraz u zagradi predstavlja trazenu funkciju
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raspodele po energijama

F0.D) 4,

. 2.16
| grad’H | (2.16)

fPm = f
2

(E)

Iz dobijenog izraza vidimo da f¥)(E) rac¢unamo tako §to u faznom pros-
toru izraz oblika f(p,q)/| grad’H | integralimo po hiperpovrsi konstantne
energije X(FE). Posto u svim tackama hiperpovrsi X(FE) vazi H(p,q) = E,
to znaci da u poslednjem integralu funkcija raspodele po impulsima i koor-
dinatama ima konstantnu vrednost f(p,q) = f(H(p,q)) = f(F) pa moze
iza¢i ispred integrala, koji nakon toga prema formuli (2.14) predstavlja
gustinu stanja Q(FE), pa je

fEUE) = f(E)QAE) . (2.17)

Ustanovljena relacija je opsteg karaktera i mozemo je primeniti na proizvo-
ljnu funkciju raspodele. U slu¢aju mikrokanonskog ansambla, f(p,q) je
data izrazom (2.1) tako da je

—— [E*<E<FE"+AFE*
fEm = ArEy S EEET (2.18)
0 van ovog intervala ,

gde E* predstavlja energiju mikrokanonskog ansambla, tj. jednu unapred
fiksiranu vrednost iz skupa mogucéih vrednosti energije sistema.

2.3 Funkcija raspodele u klasiénom limitu

Iz oblika za funkciju raspodele mikrokanonskog sistema (2.1) vidimo da
je ona razli¢ita od nule samo u onom delu faznog prostora u kome vre-
dnost Hamilton-ove funkcije lezi u uskom intervalu energije izmedju E* i
E* + AE*. Moze se postaviti pitanje koji oblik dobija funkcija raspodele
u klasi¢cnom slu¢aju AE* — 0. S obzirom da kad AE* — 0 fazna zapre-
mina AT'(E*) — 0, vidimo da ¢e u grani¢nom slucaju funkcija raspodele
teziti beskonacnosti za H(p,q) = E*, a biti jednaka nuli za H(p,q) #
E*. Da bismo f(p,q) prikazali jednom funkcijom, ¢iji integral po celom
faznom prostoru zbog uslova normiranja mora biti jednak jedinici, zgodno
je funkciju raspodele prikazati preko Dirac-ove ¢ funkcije, ¢ije ¢emo osnovne
osobine ukratko opisati.

Dirac-ova funkcija d(x — xp) je funkcija realne promenljive z koja je
jednaka nuli u svim tackama za koje je x # xg, dok u tacki x = xg ima
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Slika 2.2: Prvi grafik predstavlja funkciju datu formulom (2.21), a drugi
funkciju tipa Gauss-ove raspodele (2.22).

beskonac¢nu vrednost

| oo =1
0z —x0) = { 0 £z, (2.19)
ali tako da njen integral po oblasti koja obuhvata tacku zg iznosi
oo
[ oz — @)z =1. (2.20)
—00

Iz same definicije vidimo da ¢ funkcija nije funkcija u obi¢nom smislu reci.
Da bismo bolje shvatili njen smisao posmatrajmo neku regularnu funkciju
y(z, o) promenljive x i parametra o ¢iji je integral duz x ose jednak jedinici
oo . . .«
f_oo y(z,0)dx = 1, nezavisno od vrednosti parametra o. Pretpostavi¢emo
da je u limesu ¢ — 0 vrednost funkcije y(x,0) u okolini neke tacke x =
xq jako velika, dok van ove tacke posmatrana funkcija uzima veoma male
vrednosti. Kao primer naveS¢emo dve funkcije, najpre funkciju oblika

1
— <zx<
y(z,0) =4 o TOSTSTTC (2.21)
0 van ovog intervala ,
kao i funkciju tipa Gauss-ove raspodele
1 _@—=?
y(x, o) = e et (2.22)
oV 2w

¢iji je graficki prikaz dat na Slici 2.2. Obe funkcije u limesu o — 0 poseduju
osobinu § funkcije definisanu izrazom (2.19) i zadovoljavaju uslov normi-
ranja (2.20).
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Delta funkcija nalazi svoju pravu primenu kada se integrali u obliku
proizvoda sa nekom funkcijom f(z) koja je definisana u okolini tacke x

J 1@~ zo)dz = f(xo). (2.23)

Sem toga, ako je funkcija f(z) diferencijabilna n puta u okolini tacke x,
tada vazi

[ F@)6™ (@ = o)z = (=1)" F) (o) , (2.24)

gde indeks n oznacava red izvoda funkcije uz koju stoji.

Posto funkcija raspodele mikrokanonskog ansambla, u okolini tacke
E* u limesu AE* — 0 poseduje osobinu (2.19), mozemo je kao funkciju
promenljivih p'i ¢, predstaviti u vidu

1
7§ :—5(H 5. —E*), 9.25
f0.q) QE) ) (2.25)
gde je faktor srazmernosti 1/Q(E*) izabran tako da (2.25) zadovoljava uslov
normiranja. Naime, integral funkcije raspodele po faznom prostoru na os-
novu (2.12), posle grupisanja odgovarajuéih ¢lanova, mozemo pisati u ob-
liku

oo

ax
Fff(ﬁ,q)der({E*)_L E(L)Igra—dHl S(E—E9dE.  (2.26)

Kako je u skladu sa formulom (2.23) integral po energiji jednak vrednosti
izraza u zagradi racunatom u tacki F = E* sledi

q 1 SO
ff(p,q)dr_Q(E*> | adi] (2.27)
r S(E*)

U zadnjem koraku smo iskoristili ¢injenicu da je na osnovu (2.14) integral
na desnoj strani jednak gustini stanja Q(E*), ¢ime smo pokazali da je uslov
normiranja zadovoljen.

Nadjimo sad srednju vrednost proizvoljne veli¢ine A(p’,¢) u sistemu
koji je opisan mikrokanonskim ansamblom energije E*. Na bazi formula
(1.12) i (2.25) imamo

§(H (P, q) — E*
<A>=JA(17,CT) ( Q;(E*) >dF. (2.28)
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Dalje mozemo uz pomo¢ relacije (2.12) integraciju u poslednjem izrazu da
izvrS§imo u energetskom prostoru. Posle grupisanja odgovarajucih ¢lanova,
dobijamo

(Ay = ° T fﬁ@idE S(E— E*)dE, (2.29)

Q(E*) I i) gradH |

odakle neposrednom primenom formule (2.23) sledi konacan izraz za sred-
nju vrednost neke varijable u stanju mikrokanonske raspodele

1 AP, q)
A) = ——d¥ 2.30
(A) Q(E*)E(L) 95 (2.30)

koji ¢e nam biti od pomoéi u odeljku 2.7 prilikom izvodjenja formule za
pritisak mikrokanonskog sistema.

2.4 Entropija

Ako u opstu formulu za entropiju (1.34) uvrstimo izraz za funkciju
raspodele mikrokanonskog ansambla (2.1) dobijamo

o 1 1
S(E*) = —k j xrE P are (2.31)
E*<H(p,q)<E*+AE*
odnosno
S(E*) =kInAT(E*) = kInQ(E*)AE" (2.32)

gde je poslednja jednakost napisana uz pomo¢ izraza (2.8). Odavde vidimo
da je entropija mikrokanonskog sistema proporcionalna logaritmu broja
mikrostanja. To znaci da je entropija sistema veca, ukoliko je veci broj
nacina na koji sistem moze ostvariti makroskopsko stanje energije E*. U
tom smislu entropiju mozemo tumaciti kao meru neuredjenosti sistema.

2.5 Normalni sistemi

Sistemi sa veoma velikim brojem cestica N > 1 koji zauzimaju za-
preminu V| kod kojih se broj mikrostanja I'(E) definisan relacijom (2.4),
ponasa po zakonu

Z|&

T(E) ~ NF(5%) (2.33)

nazivaju se normalnim sistemima u statisticko-termodinamickom smislu.
Ovde je F funkcija promenljivih % i %, koja ostaje konacna pri velikom N
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jer su energija i zapremina kao ekstenzivne veli¢ine proporcionalne broju
cestica, tako da u limesu N — oo koli¢nik %, odnosno %, ostaje konacan.
Sem toga pretpostavicemo da je F pozitivna F > 0, monotono rastuca
FL,F, > 0 i konkavna F/, F/ < 0, funkcija svojih argumenata. Ovde
oznake F. i F! (odnosno F, i F)) stoje za prvi i drugi izvod funkcije
F (%, %) po argumentu € = % (odnosno v = %)3

Iz asimptotskog ponaSanja veli¢ine I'(E), mozemo odrediti ponasanje

gustine stanja za normalne sisteme. Na osnovu formule (2.7) imamo
QUE) ~ N3N FL = T(B)F. (2.34)

Odavde vidimo da se gustina stanja ponaSa na isti nacin kao i veli¢ina
I'(E), i da se ukupan broj mikrostanja I'(E') uveéava sa porastom energije,
jer je Q(B) = ag—g) > 0. Isti zakljucak mozemo izvesti i za gustinu stanja.
Naime, iz (2.34) za veliko N sledi

/!

ONE) | Nr(2%) (ff + _5) ~T(E)F, (2.35)

oF N

a posto je dobijeni izraz uvek pozitivan zakljucujemo da je gustina stanja
takodje rastuca funkcija energije.

Nadjimo sada izraz za entropiju mikrokanonskog ansambla normalnih
sistema. Na osnovu formule (2.32) dobijamo

S(E*) = kInQ(E*)AE* = kInQ(E*) + kIn AE* . (2.36)

Prvi ¢lan se, s obzirom na relaciju (2.34), ponasa na slede¢i nacin

kInQ(E*) =kIn[(E*) + kIn FL. ~ kInT(E"), (2.37)
jer za veliko N, drugi sabirak klnFl. (gde je e* = %) ostaje konacan,

i moze se zanemariti u odnosu na prvi, koji u skladu s relacijom (2.33),
divergira po zakonu kInT'(E*) ~ N. Ostaje jos da u izrazu (2.36) odredimo
asimptotsko ponasanje drugog ¢lana kIn AE*. Da bi ovaj ¢lan bio uporediv
sa ¢lanom (2.37), tada bi AE* kao funkcija od N trebalo da se ponasa na
slede¢i na¢in AE* ~ e N (o > 0). Medjutim, s obzirom na Heisenberg-
ovu relaciju neodredjenosti, vreme koje bi bilo potrebno za merenje energije
sa ovako malom neodredjenos¢u bilo bi izuzetno veliko At* ~ h/AE* ~
e®N. To dalje znaci, da AE* kao funkcija od N, mora da opada sporije od
eksponencijalne funkcije, pa samim tim drugi ¢lan u izrazu (2.36) mozemo

30ve osobine éemo koristiti u sledeéem odeljku pri definisanju statisticke temperature
sistema.
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S, S, S, S, S, S,

© © . .
E| EY | — | E, E, | — | E; E:

Slika 2.3: Pre dovodjenja u medjusobni kontakt svaki od sistema S; i Sa
nalazio se u stanju ravnoteze. Nakon dovodjenja u medjusobni kontakt,
koji obezbedjuje samo razmenu energije izmedju podsistema, kompo-
zitni sistem S14Ss ¢e nakon izvesnog vremena dospeti u ravnotezno
stanje, pri ¢emu ¢e doéi do preraspodele energije izmedju podsistema
S1iSa: (B E™Y = (B, E3).

zanemariti u odnosu na prvi. Na osnovu iznete analize zakljucujemo da za
entropiju normalnih sistema vazi sledeci niz relacija

S(E*) = kIn AD(E*) = kIn Q(E*)AE* ~ kInQ(E*) ~ kIn[(E*), (2.38)

pri ¢emu se u prakticnim izracunavanjima najces¢e primenjuje poslednja.

2.6 Statisticka definicija temperature

Posmatrajmo dva izolovana, medjusobno razdvojena fizicka sistema S; i
Sz od kojih se svaki ponaosob nalazi u ravnoteznom stanju (Slika 2.3). Neka
su Nl(o) i N2(0) brojevi cestica u svakom od sistema, a Vl(o) i VZ(O) njihove
zapremine. Hamiltonijane sistema oznac¢imo sa H; i Ho, a odgovarajuce
energije sa E;O) i Eéo). Ako sisteme Sp 1 So dovedemo u medjusobni kontakt,
i pri tome pretpostavimo da se zapremine sistema ne menjaju, kao i da
sistemi medjusobno ne razmenjuju cestice, tada ¢e u delu prostora u kome je
uspostavljen kontakt, do¢i do medjusobne interakcije ¢estica koje pripadaju
razli¢itim sistemima. Neka je H;,; hamiltonijan koji opisuje tu interakciju,
tako da hamiltonijan kompozitnog sistema mozemo predstaviti u obliku

H ="H1+Ho+ Hint , (2.39)

gde ¢emo pretpostaviti da je interakcioni deo hamiltonijana H;,; mnogo
manji od hamiltonijana H; i He, tako da H;y u izrazu (2.39) mozemo
zanemariti. To znac¢i da kompozitni sistem mozemo posmatrati kao zbir
dva nezavisna sistema, pa ¢e njegova energija biti jednaka zbiru energija
podsistema,

E=F +F;, (2.40)

pri cemu velic¢ine F; i E5 smatramo promenljivim, ali tako da njihov zbir os-
taje konstantan. Za posmatrane sisteme kazemo da se nalaze u termalnom
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kontaktu ako interakcija izmedju njih H;,: omogucéava dovoljno intenzivnu
razmenu energije, koja ¢e posle dovoljno dugog vremena dovesti kompozitni
sistem u ravnotezno stanje.

Posto u stanju ravnoteze, kompozitni sistem vec¢inu vremena provodi u
stanju koje odgovara najverovatnijoj preraspodeli energije £ = Ef + E3
izmedju podsistema u kontaktu, mozemo sa velikom sigurnoséu smatrati
da ¢e se S1 i So nakon njihovog ponovnog razdvajanja nac¢i u ravnoteznim
stanjima sa fiksnim energijama Ej] i Ej, koje su odredjene ostvarenom
najverovatnijom preraspodelom energije. Trazenu najverovatniju preraspo-
delu energije mozemo dobiti iz uslova za maksimum funkcije raspodele kom-
pozitnog sistema f(F)(E;, Ey), koja odredjuje verovatnoéu da prvi sistem
ima energiju E; a drugi Eo. Imajuéi u vidu da je £5 = E — E} dovoljno
je odrediti vrednost za E7 iz maksimuma funkcije raspodele fl(E) (E1), koja
odredjuje raspodelu verovatnoce po energiji prvog sistema. U tom cilju
podjimo od funkcije raspodele verovatnoée po mikrostanjima kompozitnog
sistema. Posto je sistem S; 4+ So energetski izolovan mozemo ga opisati
mikrokanonskom raspodelom

1
Lo L E<Hi+Hs < E+AFE
FL b @) = § AT(E) (2.41)
0 van ovog intervala .

Da bismo nasli funkciju raspodele prvog sistema f(p1, 1) potrebno je
da eliminiSemo veli¢ine ps i o koje se odnose na drugi sistem. Podjimo od
uslova normiranja za funkciju raspodele kompozitnog sistema

| 11, @152, @) AT = 1. (2.42)
I

Posto se cestice izmedju podsistema S; i S9 ne meSaju, na osnovu relacije
(1.7) bice dI" = dI'y dIy, gde su dI i dI» elementi faznih prostora sistema
S1 1S9, respektivno. Poslednja relacija sada postaje

f ( ff(ﬁl#flﬁm@é) dF2> dly =1, (2.43)
noT

odakle zakljucujemo da funkciju raspodele prvog sistema, koja zadovoljava
uslov normiranja J}l f1(p1,q1)dI = 1, mozemo odrediti tako $to ¢emo
integraliti funkciju raspodele kompozitnog sistema po faznom prostoru dru-
gog sistema
[P, q1) = ff(ﬁh(fl,ﬁzacﬁ)dﬁ : (2.44)
I
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Zamenom (2.41) u (2.44) dobijamo

F1 (@) = [ dry . (2.45)

AF(E) E—H1<H2<E-H1+AFE

Integral na desnoj strani predstavlja faznu zapreminu drugog podsistema
AT'9(FE — H;) izmedju energetskih hiperpovrsi £ — Hy i E — H; + AFE, pa
poslednji izraz postaje

AFz(E —H1)
AT(E) ’

—

[P, @) = (2.46)

odakle, na osnovu veze (2.17), lako dobijamo funkciju raspodele po energi-
jama prvog sistema

(E) W (E) AL (E - Ey)  A(Ey) AL (E - Eq)
L) = = . (2.47)
AT(E) AFE]AT(E)
U tacki najverovatnije energije Fy = ET poslednja funkcija ima maksimum,
Sto se svodi na uslov

ATy (E}) ATy(E — E}) = max, (2.48)

odakle mozemo odrediti vrednost za E7, a samim tim znamo i vrednost za
E; = FE — EY.

Posto sistemi u kontaktu slabo interaguju mozemo ih smatrati nezavis-
nim, pa ¢e broj mikrostanja kompozitnog sistema AI'(E;, Eo) biti jednak
proizvodu broja mikrostanja AL (E7) i AlL(E2) u kojima se moze nadi
svaki podsistem pojedinacno, tako da iz relacije (2.48) zakljucujumo da
¢e u stanju ravnoteze broj mikrostanja kompozitnog sistema AI'(EY, E3)
imati maksimalnu vrednost. Drugim rec¢ima, sistem koji je prepusten sam
sebi prirodno se kreée u pravcu povecanja broja mikrostanja, tj. ka makro-
stanju kome odgovara vec¢i broj mikrostanja, i koje je statisticki verovatnije
od makrostanja sa manjim brojem mikrostanja. Za dva sistema u kontaktu,
za koje je ispunjen uslov (2.48) kazemo da se nalaze u statistickoj ravnotezi
koja je ekvivalentna njihovoj termodinamickoj ravnotezi. Imajué¢i u vidu
izraz za entropiju (2.38), relaciju (2.48) mozemo predstaviti u vidu

S (Ef) + SQ(E — Ef) = max, (2.49)

odakle vidimo da je entropija kompozitnog sistema jednaka zbiru entropija
podsistema, tj. entropija slabointeraguju¢ih sistema predstavlja aditivnu
velicinu koja u stanju ravnoteze ima maksimalnu vrednost. Drugim recima,
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zbir entropija podsistema pre dovodjenja u medjusobni kontakt manji je ili
jednak zbiru entropija posle dovodjenja u kontakt i uspostavljanja ravnote-
znog stanja. Sem toga, entropija u stanju ravnoteze zavisi samo od finalnih
vrednosti za energije ET i E3, nezavisno od toga kakve su bile pocetne
vrednosti E%O) i Eéo), pa u tom smislu predstavlja funkciju stanja. Entropija
ostaje nepromenjena jedino u slucaju ako su energije podsistema Efo) i Eéo)
pre dovodjenja u medjusobni kontakt upravo bile jednake energijama ET i
E3, jer su sistemi i pre ostvarivanja kontakta bili u medjusobnoj ravnotezi.
Da bismo uslov ravnoteze prikazali u obliku koji je nam je poznat iz
termodinamike, diferencirajmo poslednji izraz po E7, odakle sledi

8S1(EY)  0Sy(E — E) OE}
OF; OFE;  OF;

=0. (2.50)

Uzimajuéi u obzir da je 0F3/OE] = —1, lako dobijamo

0S1(E}) _ 0Sx(E3)
OE? oE;

(2.51)

Dakle, uslov ravnoteze svodi se na jednakost velicina 0S(E)/OF podsis-
tema u kontaktu. Posto je u termodinamici uslov ravnoteze povezan sa
jednakosSéu temperatura sistema koji su dovedeni u medjusobni kontakt,
ocekujemo da veli¢ina 0S(E)/OFE bude povezana sa termodinamickom tem-
peraturom 7', za koju u termodinamici vazi 9S/0U = 1/T, gde je U unu-
trasnja energija sistema. Po analogiji definiSimo statisticku temperaturu
1 - 85_(E) ’ (2.52)
T oF
i razmotrimo osobine koje ona poseduje. Ako su posmatrani sistemi nor-
malni u statisticko-termodinamickom smislu tada, na osnovu (2.33) i (2.38),
iz (2.52) sledi da je statisticka temperatura pozitivna veli¢ina

T =

>0, 2.53
kF! ( )
koja ne zavisi od broja cestica u sistemu. Diferenciranjem ovog izraza po
energiji sledi
or F!
OE — kNF?

>0, (2.54)

odakle konstatujemo, da pri konstantnom broju cestica, temperatura sis-
tema raste sa porastom energije. S druge strane, posto je zadnji izraz
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obrnuto proporcionalan broju cestica, vidimo da je sistemu sa ve¢im bro-
jem cestica potrebno dodati viSe energije da bi se njegova temperatura
povecala za isti iznos, nego sistemu sa manjim brojem cestica. Pored toga
posto 0T /OE — 0 kad N — oo, zakljucujemo da se temperatura sistema
sa velikim brojem cestica prakticno ne menja ako mu dodamo konacan
iznos energije. Za sistem sa ovom osobinom kazemo da predstavlja toplotni
rezervoar.

Na osnovu iznete analize mozemo da zaklju¢imo da statisticka temper-
atura ima sve osobine termodinamicke temperature, te na osnovu (2.51) i
(2.52), uslov ravnoteze za dva sistema koja se nalaze u uzajamnom kontaktu
mozemo predstaviti formulom

Tv(Ey) = Ta(Ey) . (2.55)

Na kraju, primetimo da se iz formule (2.52) moze dobiti energija sistema
kao funkcija temperature, odnosno kaloricka jednacina stanja sistema.

2.7 Pritisak sistema

U dosadasnjem proucavanju sistema opisanih mikrokanonskim ansam-
blom uzimali smo da je zapremina sistema konstantna. Razmotrimo sada
situaciju koja nastaje u slucaju kada se zapremina sistema (koju mozemo
shvatiti kao parametar kojim opisujemo ¢isto mehanicko dejstvo sistema
sa okolinom) menja. Posto zapremina odredjuje oblast koja je dostupna
cesticama sistema tada se zidovi suda ponasaju kao potencijalna bari-
jera, Sto znac¢i da promena zapremine dovodi do promene potencijala ko-
jim zidovi suda deluju na cestice sistema. Ovo ima za posledicu promenu
Hamilton-ove funkcije, pa mozemo smatrati da Hamilton-ova funkcija pored
impulsa i koordinata zavisi i od zapremine sistema H(p, ¢, V). Promena
zapremine uti¢e na promenu funkcije raspodele, pa bi sisteme sa vremen-
ski promenljivom zapreminom trebalo opisivati funkcijom raspodele ner-
avnoteznih sistema. Medjutim, imajué¢i u vidu da je promena zapremine
sistema (najceSée se realizuje uz pomo¢ pokretnog klipa) relativno spor
proces u odnosu na mikroskopske procese koji prevode sistem iz jednog u
drugo ravnotezno stanje, mozemo smatrati da sistem prolazi kroz niz stanja
za koja mozemo re¢i da su sva ravnotezna. Proces kod koga se zapremina
energetski izolovanog sistema menja veoma sporo dV/dt — 0, tako da se pri
toj promeni hamiltonijan sistema transformise na takav nacin da se njegova
zavisnost od impulsa i koordinata ne menja

H(p,q, V) — H({p,q,V +dV), (2.56)
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nazivamo kvazistatickim adijabatskim procesom u statistickoj mehanici. Ne-
ka se u toku ovog procesa za vreme 7T zapremina sistema promeni za AV,
usled cega ¢e doc¢i do promene energije sistema za iznos

oH dqZ OH dpl OH dV
AL = j_dt N f (Z oq; dt Z op; dt 8V dt ) de. (2:57)

Sume pod integralom se na osnovu Hamilton-ovih jedna¢ina (1.3) ponista-
vaju, a ako je brzina kojom se menja zapremina konstantna dV/dt = AV/1,
poslednji izraz postaje

[ on

Jov dt OH OH
AE=2 —— AV = <8V>AV <8V>AV (2.58)
OH

gde smo sa < 6V> oznacili srednju vrednost po vremenu velic¢ine gy, koja je

prema formuli (1.13) jednaka srednjoj vrednosti po ansamblu < > S druge
strane, poSto pri promeni zapremine za AV, posmatrani sistem izvrsi rad
AA = PAV = —AF na racun smanjenja energije sistema, zaklju¢ujemo

da veli¢ina .y

Da bismo nasli vezu izmedju pritiska i entropije mikrokanonskog ansam-
bla, podjimo od relacije

predstavlja pritisak sistema.?

QE,V) = [ 5(71(5, qV)— E) ar, (2.60)
Iy

koja sledi iz (2.25). Diferenciranjem ovog izraza po zapremini dobijamo

OUE"V) _ [o(nzav) - )8—Hd1“ (2.61)
r

ov ov

“Dobijenu formulu mozemo interpretirati na sledeéi nac¢in. Ako zapreminu u relaciji
(2.56) shvatimo kao generalisanu koordinatu sistema tada njoj, prema prvoj od for-
mula (1.3), odgovara generalisana sila —2—7‘}, odakle konstatujemo da pritisak predstavlja
makroskopsku vrednost (tj. srednju vrednost po ansamblu) pripadajuée generalisane sile.
Ukoliko hamiltonijan sistema pored zapremine zavisi i od drugih spoljasnjih parmetara a;,
koji se menjaju jako sporo i kojima u izrazu za rad sistema AA = PAV +X;A;Aa; odgo-
varaju makroskopske vrednosti generalisanih sila A;, analognim rezonovanjem mozemo

zakljuciti da ée biti A; = — <g?f_ >
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Ako sada na osnovu (2.12) predjemo sa integracije po faznom prostoru na
integraciju po energiji bice

dQENV) F g . .
T__L EJE)W@ §'(E — E*)dE . (2.62)

Primetimo da je izraz zagradi prema formuli (2.30) jednak Q(&,v)(%%), pa
je

W = _L Q(E, V)<g—7;>5’(E — E%)dE, (2.63)

odakle direktnom primenom formule (2.24) sledi

Izracunavanjem izvoda na desnoj strani, a zatim mnozenjem obe strane sa
k/Q(E*,V) dobijamo

OkInQUE* V) 0kInQE*V) [ JOH . o ( JOoH
oV N OE* oV /... OE* oV /.. )]

(2.65)
Ako su sistemi normalni u statisticko termodinamickom smislu tada na
osnovu formule (2.38) izraz kInQ(E*, V) predstavlja entropiju sistema, a
¢lanovi u zagradama, na osnovu (2.59) pritisak sistema u stanju sa energi-
jom E* tako da poslednji izraz mozemo napisati u obliku

dS(E*,V)  _9S(E*,V) P
S =P thoe (2.66)

Predjimo sad na termodinamicki limes N — oco. Posto su entropija i za-
premina proporcionalni broju ¢estica IV, ¢lan na levoj strani ima konacnu
nenultu vrednost. S druge strane pritisak na osnovu relacije (2.59) ne zavisi
od broja cestica u sistemu, dok je energija proporcionalna sa N pa se drugi
¢lan na desnoj strani ponasa kao k% ~ % i moze se u limesu N — oo,
zanemariti u odnosu na prvi ¢lan koji u termodinamickom limesu ostaje
konac¢an. Na osnovu izlozenog, a imajuéi u vidu izraz (2.52), dobijamo

formulu za pritisak sistema opisanog mikrokanonskim ansamblom
P 0S(E*V)

T T . (2-67)
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Makroskopski uslovi:

fiksirani zapremina V', broj cestica N i energija sistema E*

Funkcija raspodele:

1
— = — — = _ E*
f(7,q) —Q(E*)5(H(p,q) )
Fazna zapremina i gustina stanja:
A \ _ar
DESVN) = [ dr, QETLVIN) = oo
H(p,g)<E*

Veza sa termodinamikom:

S(E*,V,N)=kInT = kInQ

1 ( 0S ) P (85 >

[ — —_— s —_— = _—

T aE* V,N T av E*7 N
Tabela 2.1: Rekapitulacija i redosled koris¢enja formula koje se koriste
u reSavanju problema statisticke fizike primenom formalizma mikrokano-

nskog ansambla, na osnovu poznate Hamilton-ove funkcije H(p,q) nor-
malnih sistema.

Dobijena formula predstavlja poslednji korak u uspostavljanju formalizma
mikrokanonskog ansambla. U Tabeli 2.1 zbirno smo prikazali glavne for-
mule i redosled njihove primene pri reSavanju konkretnih problema pri-
menom razvijenog formalizma mikrokanonskog ansambla.

Razmatranje koje smo sproveli u prethodnom odeljku mozemo prosiriti
i na slucaj kada su sistemi po dovodjenju u medjusobni kontakt odeljeni
pokretnom pregradom koja dozvoljava preraspodelu zapremine izmedju sis-
tema. Radi opstosti, i¢i ¢emo joS jedan korak dalje tako Sto ¢emo pret-
postaviti da pored energije podsistemi S; i So mogu razmenjivati i Cestice.
Ako nakon uspostavljanja ravnoteze prvi sistem ima zapreminu V{* i broj
cestica Y, a drugi V5 i Ny vazice

V=V 4V, (2.68)
N = N + Nj , (2.69)

gde smo sa V = Vl(o) + VQ(O) oznacili zapreminu, a sa N = Nl(o) + NQ(O) broj
cestica kompozitnog sistema. Uslov ravnoteze izmedju podsistema koji smo
iskazali formulom (2.49) u ovom slucaju ¢e glasiti

Sy (B, Vi N}) + So(E — EX,V — Vi, N — N}) = max. (2.70)
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Odavde sledi, da pored uslova (2.51) koji odredjuje najverovatniju pre-
raspodelu energije izmedju podsistema, moraju biti ispunjeni i uslovi

0S1(E7, V', NY) _ 0S2(E;3, Vs, NJ)

2.71
8‘91<Eik7vl*’Nf) _ 8SQ<E§7V2*vN2*) (2 72)
ON; ON; ’ '

koji odredjuju najverovatniju preraspodelu zapremine, odnosno broja ce-
stica. Prvi uslov prema relaciji (2.67) znac¢i da podsistemi nakon usposta-
vljanja ravnoteze moraju imati jednake pritiske P, = P,, a drugi, nakon
definisanja hemijskog potencijala

I OS(E,V,N)

implicira jednakost hemijskih potencijala podsistema p; = po u stanju
ravnoteze.

2.8 Kilasican idealni gas

Sada ¢emo primeniti formalizam mikrokanonskog ansambla na sistem
od N neinteragujuc¢ih slobodnih ¢cestica, koji je u statistickoj mehanici poz-
nat kao idealni gas. Hamiltonijan ovog sistema sadrzi samo clan koji se
odnosi na kineticku energiju

N ﬁ'z

H= . 2.74
Z 2m ( )
=1

Prvi korak u formalizmu mikrokanonskog ansambla predstavlja nalazenje

fazne zapremine I'(E*). Na osnovu formule (2.4), u konkretnom slucaju

imamo

N
. 1 Lo

N = N
> 5o <E 5. FP<(VemET)
=

, i=1

Trazeni integral mozemo razdvojiti na deo koji se odnosi na impulse i deo
koji se odnosi na koordinate

N N
P(E") = v [ I I e jl‘[ld@. (2.76)

N 9 i=1a=z,y,z
> pzzag(\/QmE* )

i=1 a=z,y,z
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Integral po impulsima jednak je zapremini sfere poluprecika R = v2mE*,
u 3N-dimenzionom prostoru i iznosi®
3N
72 (2mE*)?
C L
> )!

Vay = (2.77)

N N
dok integral po koordinatama f I[1dg = ]1 IV dg; , predstavlja proizvod
i=1 i=1

N nezavisnih integrala po koordinatama svake od cestica (integrali se po
zapremini sistema V' koja ogranic¢ava kretanje svake od Cestica) i iznosi VN,
Sto konacno daje
3N
N (2mrmE™*\ 2
vV ()

NT ()

T(E*) =

(2.78)

Pokazimo sada da za veliko N fazna zapremina I'(E*) ima oblik (2.33), tj.
da idealni gas predstavlja normalan sistem u statisticko-termodinamickom
smislu. Uz pomo¢ identiteta x = e, faznu zapeminu mozemo prikazati u

obliku
2rmE™ 3N

Ako iskoristimo ¢injenicu da za veliko N vazi Stirling-ova formula®

N

['(E*) = exp (N In

InN!'~NInN - N, (2.80)

zbir poslednja dva logaritma u eksponentu iznosi

3
N N\ 2
In N!'+1In (%)!lenN%—Nln (%) —§N, (2.81)

°U n-dimenzionom Euklidovom prostoru, sfera polupreénika R ima zapreminu V,, =
W%R”/F(% +1), gde je T'(z) = [;° t*“le~'dt gama funkcija (definisana za x > 0), za
koju vazi rekurentna formula I'(z) = (z — 1)I'(x — 1), pa se u sluéaju celobrojnog ili
polucelobrojnog argumenta izra¢unavanje gama funkcije svodi na poznavanje vrednosti
gama funkcija I'(1) =11 F(%) = /7. U slucaju celobrojnog argumenta, lako dobijamo
L(n)=(n—-1)!.

5Navedenu formulu dobijamo na osnovu sledeée aproksimacije koja vazi za veliko N

N N N
In N! zlan: Zlnnzjlnndn: (nnn—n)|] *x NInN — N .
n=1 n=1 1
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V [4rm B*\?
™n
T(E*") = N+ Nh|—=(——
() eXp<2 A N(3h2 N)

) . (2.82)
Odavde zaklju¢ujemo da I'(E*) ima oblik (2.33) gde je
3
E*V\ 5 V [4wm E*\ 2
— —)l==+4In|— | —= . 2.83
]:(N’N) 2+nN<3h2 N>] (2:83)
Posto idealni gas predstavlja normalan sistem, entropiju mozemo rac¢unati
po formuli (2.38), odakle dobijamo
3
V [(4mm E*\ 2
N \ 3h? N
Vidimo da je entropija idealnog gasa proporcionalna broju cestica NV, tj.

entropija je ekstenzivna velicina. Iz entropije sistema mozemo, na osnovu
(2.52), da nadjemo kaloricku jednacinu

)

§ = Nk+ Nkn (2.84)

E* = gNkT, (2.85)

odakle lako sledi izraz za toplotni kapacitet

Cy = <8U> NS (2.86)
14

ar ), 9T 2
Sada mozemo koristeéi (2.85) da eliminiSemo energiju iz izraza (2.84),
i entropiju izrazimo u funkciji temperature

v (277ka) 2 287

5
— 2Nk + Nkl |—
S = SNk+ Nkl |+ (=5

Poslednja jednacina je u statistickoj fizici poznata kao Sackur-Tetrode-ova
jednacina, koja se nakon uvodjenja termalne talasne duZine

12
=/ — 2.
AT V 2emkT’ (2.88)

moze napisati u konciznijem vidu

) V1
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Iz ovog izraza vidimo da kada T — 0 tada Ay — oo, §to implicira S — —o0.
Odavde bi mogli da zaklju¢imo da je u sluc¢aju idealnog gasa narusen treci
zakon termodinamike koji tvrdi da kada temperatura tezi apsolutnoj nuli
T — 0 tada i entropija sistema tezi nuli S — 0, bez obzira na vrednosti os-
talih parametara sistema. Medjutim, treba imati u vidu da model idealnog
gasa dobro opisuje osobine materije samo na visokim temperaturama, kada
je kineticka energija dominantna u odnosu na potencijalnu. Snizavanjem
temperature, kineticka energija Cestica se smanjuje, tako da se doprinos po-
tencijalne energije izmedju cestica mora uzeti u obzir. Sem toga, iz teorije
faznih pelaza znamo da na niskim temperaturama materija vise nije u gaso-
vitoj fazi ve¢ u tecnoj ili ¢vrstoj, tako da srednje rastojanje izmedju Cestica
postaje manje, a samim tim potencijana energija dobija na znacaju, pa se
u hamiltonijan sistema (2.74) mora ukljuciti ¢lan koji opisuje interakcije
izmedju cestica. Da zaklju¢imo, model idealnog gasa dobro opisuje stanje
materije na visokim temperaturama ali ne i na niskim, pa se iz ovog modela
ne mogu izvoditi zakljucci o ponaSanju materije na niskim temperaturama.

Ostalo je jos da odredimo jednacinu stanja, tj. vezu izmedju P, V i
T. Diferenciranjem izraza (2.84) po zapremini V', na osnovu formule (2.67)
dobijamo dobro poznatu jednac¢inu

PV = NkT. (2.90)

Konstanta k koja figuriSe u ovoj jednacini potice iz izraza za Gibbs-ovu
definiciju entropije. Ako tada i nije bilo ubedljivog obrazlozenja zasto je
k upravo Boltzmann-ova konstanta, sada postaje ocigledno, jer iz termodi-
namike znamo da na osnovu eksperimentalnih podataka u jednacini stanja
idealnog gasa k predstavlja univerzalnu konstantu (¢ija vrednost ne zavisi
od toga koji je gas u pitanju) i da je njena vrednost upravo Boltzmann-ova
konstanta.

2.9 Gibbs-ov paradoks

Izraz za entropiju idealnog gasa dobijen je pod pretpostavkom da se
cestice idealnog gasa medjusobno ne razlikuju. Ova u osnovi kvantna os-
obina nije bila poznata u vreme kada je stvarana statisticka mehanika i
tek kasnije je uracunata na pravi nacin. Razmotrimo situaciju sa kojom se
susreo Gibbs koji ovu ¢injenicu nije uzeo u obzir.

Osobinu nerazlikovanja identi¢nih ¢estica matematicki smo iskazali fak-
torom N! u formuli (1.6). Posto u Gibbs-ovo vreme jos nije postajala
kvantna teorija, nije postojao fizicki razlog da ovaj faktor bude prisutan u
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Slika 2.4: Crtez (a) prikazuje proces mesanja gasova sastavljenih od
razli¢itih Cestica: “belih” i “crnih”. Nakon uklanjanja pregrade jasno
se vidi da je doslo do poveéanja neuredjenosti, odnosno poveéanja en-
tropije. Crtez (b) odgovara mesanju gasova sastavljenih od iste vrste
Cestica (“crne”). Posle uklanjanja pregrade stanje celog sistema se nije
promenilo, odnosno nije doslo do poveéanja neuredjenosti, a samim tim
ni entropije.

navedenoj formuli, a samim tim ni u imeniocu formule (2.78) za faznu za-
preminu idealnog gasa. Ukoliko N! izostavimo u izrazu (2.78), tada sledeéi
izvodjenje do formule (2.89) (koja odgovara “kvantnom” sluc¢aju), dolazimo
do “klasi¢nog” izraza za entropiju idealnog gasa

SC:§Nk+Nkln13, (2.91)
2 A,

sa kojim se susreo Gibbs. Vidimo da ovaj izraz ne predstavlja ekstenzivnu
velicinu. Naime, ako se zapremina i broj ¢estica promene k puta (V —
kV,N — kN) izraz (2.91) ne dovodi do promene S — kS, za razliku od
formule (2.89) koja to obezbedjuje. Ovo se desava zato Sto ¢lan N kojim
delimo zapreminu V' u logaritmu kvantnog izraza (2.89), nije prisutan u
izrazu (2.91), pa “klasi¢na” entropija nije aditivna po zapremini.

Gibbs je na slede¢em primeru razmotrio posledice do kojih dovodi pri-
mena formule (2.91). Posmatrajmo idealni gas koji se sastoji od dve vrste
Cestica medjusobno odeljenih pregradom (Slika 2.4). Neka se u jednom delu
Cija je zapremina V7 nalaze Cestice mase mq, a u drugom delu zapremine
V5, cestice mase mg, kojima odgovaraju termalne talasne duzine

h? h?

I N =4 —————— 2.92
2mrma kT’ L (2.92)

A, = .
h 2mmokT

Pretpostavicemo da se ova dva dela nalaze u termodinamickoj ravnotezi
(imaju isti pritisak i temperaturu). U “klasicnom” sluc¢aju pre uklanjanja
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pregrade, entropije ovih gasova bicée

. 3 Wi e 3 Va
Sl = §N1k + lehl)\T, 82 = §N2k + Nlen)\T . (293>

T T

Ako uklonimo pregradu tada ¢e se gasovi pomesati i ispuniti ceo prostor
V =V + V5, pa ¢e ukupna entropija biti

3 i+ Vs 3 Vi+ Vs
fo = =N1k + N1k1 —Nok + NokIn ———= . 2.94
Stz = 5Nk + Nikln ) + 5 N2k + Nokn X, (2.94)
Promena entropije AS{, = S{, — (S{ + S5) nakon uklanjanja pregrade
iznosice ViV Vi 4Vt
ASS, = Nikln A2 4 Ny 2072 (2.95)
Vi Va

Posto je desna strana uvek pozitivha bice AS{, > 0, Sto je posledica
povecanja neuredjenosti celog sistema u procesu mesSanja razlicitih gasova
(videti Sliku 2.4). Sem toga, meSanje razlicitih gasova predstavlja ireverzi-
bilan proces, jer ako bismo sistem nakon mesanja ponovo pregradom pode-
lili na dva dela, on se ne bi vratio u prvobitno stanje (kada su Cestice bile
podeljene tako Sto su u levom delu bile “bele” cestice a u desnom “crne”
Cestice) veé bi se u svakom od delova nalazile i “bele” i “crne” estice. Posto
pri ireverzibilnim procesima uvek dolazi do povec¢anja entropije dosadasnja
analiza deluje sasvim logi¢no.

Paradoksalna situacija nastaje ako su gasovi koji se mesaju sac¢injeni od
iste vrste Cestica. Tada izrazi za entropije gasova pre uklanjanja pregrade
(2.93) ostaju na snazi (uz m = m; = ma, odnosno Ay = Ay = Agy), dok je
entropija nakon mesanja

i+ Vs

3
Sizo = §(N1 + No)k + (N1 + N2)k1In 2 (2.96)
T

odakle mozemo primetiti da dobijena formula u stvari predstavlja izraz
(2.94) u slucaju kada je A\x = Ay, = Ap,. Odavde sledi da je promena
entropije nakon uklanjanja pregrade za slucaj gasova sastavljenih od is-
tih Cestica, AS{_y = S{_y — (S + 59) ista kao u slucaju razlicitih gasova
AS{_y = ASY,y, tj. dobija se izraz (2.95). Ovaj zakljucak je pogresan,
a paradoks lezi u tome da meSanjem delova istog gasa (sa istim temper-
aturama i istom gustinom cestica) ne dolazi do poveéanja neuredjenosti
sistema, pa samim tim ne sme do¢i ni do povecanja entropije. Drugim
recima, ako bismo sistem nakon mesanja identi¢nih ¢estica podelili na dva
dela, dobili bi isto stanje kao pre mesanja, tj. proces mesanja Cestica iste
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vrste je reverzibilan! Posto je kod reverzibilnih procesa entropija funkcija
stanja, to znaci da bi u ovom slu¢aju entropija trebalo da ostane nepromen-
jena. Dakle, u slucaju istih gasova mora biti ASj=2 = 0.

Da bi razresio paradoksalnu situaciju koja se pojavljuje u slucaju kada
su gasovi sacinjeni od iste vrste cCestica Gibbs je primetio da paradoks
nestaje ako se broj moguc¢ih mikrostanja redukuje za N!. On nije mogao da
opravda uvodjenje ovog faktora ali je primetio da u tom slucaju dolazimo
do izraza za entropiju (2.89), koji predstavlja ekstenzivnu veli¢inu, i koji
u primeni na razmatrani slucaj daje korektan rezultat. Sada znamo da
formula (2.89) predstavlja “kvantni” izraz za entropiju i da je posledica
principa nerazlikovanja cestica iste vrste. Primenimo najpre ovaj izraz na
slucaj kada su cestice koje se mesaju razlicite. Tada ¢e entropije podsistema
pre uklanjanja pregrade biti

) i1 ) Vo 1
= -Nik + N1kl —Nok + Nak1 2.
S1= 5Nk + M H<N1)\3>752 5 Vok + Ny H<N2>\ ) (2.97)

dok ¢e entropija celog sistema nakon uklanjanja pregrade iznositi

V; 1 1
SlZZgle—i—leln(l—i_% >+5N2k+N2k;l <V1+V2 >

N1 )\3 2 N )\32
(2.98)
pa je promena entropije
AS1o = S13 — (S + S2) = ASY, (2.99)

ista kao u klasiénom slucaju (izraz (2.95)), $to smo mogli i da ocekujemo
jer u slucaju razlicitih gasova paradoks nije ni postojao.

Analizirajmo sada slucaj kada su gasovi koji se mesaju isti. Tada su
entropije gasova pre uklanjanja pregrade takodje date izrazima (2.97) (gde
je sada Ay = Ay = Ap,) dok je entropija nakon uklanjanja pregrade

S1=2 = g(]\ﬁ + No)k + (N1 + N2)kIn (]‘\2 * ;22 )\13 > , (2.100)
tako da promena entropije iznosi
VitVe VitVs
ASi—o = NikIn % + NokIn % =0. (2.101)
N No

Dobijeni izraz jednak je nuli, na osnovu jednacine stanja idealnog gasa
(2.90) iz koje u naSem slucaju (kada sistemi imaju isti pritisak i temper-
jcmturu) .Sledi.% = %11 = % = kT , pa su oba logaritma u poslednjem
izrazu identicki jednaka nuli.
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Kanonski ansambl

Mikrokanonski ansambl razmatran u prethodnom poglavlju, odgovara
sistemu sa unapred zadatim konstantnim parametrima: zapreminom V,
brojem cestica IV i energijom E*. Ovako definisan ansambl ne razmenjuje
sa okolinom ni Cestice ni energiju, pa ga je u realnosti tesko realizovati.
Ceséi je slucaj da sistem razmenjuje energiju sa okolinom sa kojom se nalazi
u toplotnoj ravnotezi. Ansambl koji reprezentuje sva moguca mikrostanja
sistema koji moze da razmenjuje energiju sa termostatom temperature 7',
pri fiksiranoj zapremini V' i broju cestica N, zove se kanonski ansambl.
Funkcija raspodele kanonskog ansambla moze se izvesti na osnovu poznate
funkcije raspodele za mikrokanonski ansambl.

3.1 Gibbs-ova teorema o kanonskoj raspodeli

Posmatrajmo sistem stalne zapremine V[, konstantnog broja cestica Ny
i fiksirane energije Ey, za koji znamo da se pokorava statistici mikrokano-
nskog ansambla. Podelimo ovaj sistem na dva podsistema (K i R), koji
imaju stalnu zapreminu i broj cestica, ali mogu medjusobno da razmenjuju
energiju (Slika 3.1). Neka su V' i N zapremina i broj Cestica sistema K, a
V' i N’ zapremina i broj cestica sistema R, tako da vazi

Vo=V +V', (3.1)
No=N+N', (3.2)
pri cemu sve veli¢ine u navedenim relacijama imaju fiksirane vrednosti.
Ako sa E i E' oznac¢imo energije podsistema K i R respektivno, koje mogu

da fluktuiraju, jer podsistemi medjusobno razmenjuju energiju, ali tako da
energija kompozitnog sistema Fy ostaje fiksirana

Ey=E+E. (3.3)



42 Kanonski ansambl

R
o 4 o
o o
o o o o o
o
VLD
o o o

o
O
O

Slika 3.1: Veliki sistem podeljen je na mali podsistem K, ¢ije cestice
smo prikazali crnom bojom i sistem R koga ¢ine bele Cestice. Brojevi
Cestica u sistemima K i R, kao i njihove zapremine su nepromenljive
veli¢ine, ali sistemi mogu medjusobno da razmenjuju energiju. Posto
je sistem R mnogo vedi od sistema K, mozemo ga smatrati toplotnim
rezervoarom u odnosu na sistem K. Gibbs-ova teorema o kanonskoj
raspodeli tvrdi da je funkcija raspodele malog podsistema odredjena
formulom (3.15).

Pretpostaviécemo da je sistem K mnogo manji od sistema R, odnosno
da je ispunjeno

V<V, 1< NN, E<FE, (3.4)

pri ¢emu je broj cestica u podsistemu K i dalje veoma veliki, tako da na oba
sistema mozemo primeniti termodinamicki limes. Posto je sistem R znatno
veéi od sistema K mozemo ga smatrati toplotnim rezervoarom, tako da
proces razmene energije ne menja stanje ovog sistema. Hamiltonijan celog
sistema mozemo predstaviti u obliku

HO(@ q_;ﬁ/7Q_'I) = H(ﬁa i) + Hl(ﬁ/7il) + Hi’l’bt((j; J,) ) (35)

gde (p,q) i (p’,q") oznacavaju impulse i koordinate, a H i H' odgovarajuée
hamiltonijane sistema K i R, respektivno. Hamiltonijan interakcije H;ps,
izmedju cestica koje pripadaju razlicitim podsistemima, mnogo je manji od
H i H'. Razlog sa ovo lezi u ¢injenici da glavni doprinos hamiltonijanu H;,:
daju one cestice koje se nalaze u neposrednoj blizini kontaktnog sloja dva
podsistema. Broj cestica koje uzimaju ucesé¢e u ovim interakcijama mnogo
je manji od ukupnog broja cestica bilo kog od podsistema, Sto znaci da je
energija medjusobne interakcije mnogo manja od energija podsistema, pa
se Hint u daljem razmatranju moze zanemariti u odnosu na H i H’.
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Posto je sistem K+R energetski izolovan, funkcija raspodele ovog sis-
tema je oblika mikrokanonske raspodele

1 '
———— FEp < < FEy+ AE
hG T = 4 Alo(Bp) 0ETHIES R0t (3.6)
0 van ovog intervala .

Da bi odredili funkciju raspodele kanonskog sistema f(p, ¢’) potrebno je da
iz funkcije fo(p, ¢, p’,q") odstranimo promenljive p” i ¢’, koje se odnose na
sistem R. To postizemo tako §to integralimo funkciju raspodele kompoz-
itnog sistema po faznom prostoru rezervoara

f5.q) = jfo @5, dr’. (3.7)

Ako uvrstimo (3.6) u (3.7) dobijamo
1
D, J) = ———— dar’. .
S0 = Ay H<Hl<jE ) (3.8)
o—HIH'<Ey—H+AE

Poslednji integral predstavlja faznu zapreminu rezervoara AT''(Ey — H)
omedjenu energetskim hiperpovrsima Fy — H i Fg — H + AFE, pa je

AT(Ey —H)

f(0.q) ATo(Eo) (3.9)
Kako je kompozitni sistem K+R opisan mikrokanonskom raspodelom, nje-
gova entropija iznosi So(Ep) = kln AlH(Ep). Sem toga, imajuéi u vidu da
razmena energije izmedju K i R neznatno menja energiju sistema R (jer
je E < E') mozemo smatrati da i on ima mikrokanonsku raspodelu pa
je entropija rezervoara S’(Ey — H) = kIn AT(Ey — H), tako da poslednji

izraz mozemo napisati u formi

+158"(Eo—H)—So(Eo)

f@.q) =e

Posto je je H < Ey, entropiju rezervoara S’(Ey —H) mozemo razviti u red
po stepenima od ‘H. Zadrzavajuci se na linearnom ¢lanu dobijamo

(3.10)

0S'(Ep) H
"(Eo —H)=S'"(Ey) — ———2H=S"(Ey) — — . A1
S (Eo —H) = S'(Ep) 8E0H S'(Ep) T (3.11)
Ovde smo iskoristili ¢injenicu da se rezervoar prakticno nalazi u uslovima
as (Eo)

mikrokanonskog ansambla pa je T, = , gde smo sa T oznagcili tem-
peraturu rezervoara, koja istovremeno predstavlja i temperaturu 1" kanon-
skog sistema T” = T, jer su K i R u termodinamickoj ravnotezi. Smenjujuéi
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(3.11) u (3.10) imamo

% [S/(EO)_SO(EO)} o

f.q) =e (3.12)

Prvi ¢lan s desne strane ne zavisi od koordinata (7, q’) te predstavlja kon-
stantu normiranja kanonske raspodele koju ¢emo oznaciti sa

1 e% [S/(Eo)—SO(EO)} .

(3.13)

Ako jos uvedemo veli¢inu
1
T)=— 3.14

koja se zove moduo kanonske raspodele, dobijamo konacan izraz za funkciju
raspodele kanonskog sistema

e~ BH(P.T)

p,q) = ——— . 3.15
f(0,q) Z (3.15)
Dobijena formula predstavlja matematicki iskaz Gibbs-ove teoreme o
kanonskoj raspodeli, koja tvrdi da ako je mali sistem konstantne zaprem-
ine i broja cestica u kontaktu sa termostatom temperature 7' sa kojim
razmenjuje energiju, tada je u stanju ravnoteze njegova funkcija raspodele

odredjena kanonskom raspodelom u vidu poslednje formule.

3.2 Statisticka suma

Posto funkcija raspodele mora biti normirana fF f(p,q)dl' = 1, veli¢ina
Z, koja se zove statisticka suma ili particiona funkcija odredjena je izrazom

2(8) = [ e MDA, (3.16)
T

za Cije izracunavanje je potrebno poznavati hamiltonijan kao funkciju im-
pulsa i koordinata H(p, ¢’). Vidimo da posle integracije po faznom prostoru
statisticka suma moze da zavisi jedino od makroskopskih velicina: temper-
ature T' = 1/kf3, kao i zapremine sistema V' i broja Cestica N (¢ija zavisnost
nije eksplicitno iskazana u izrazu (3.16)) koji odredjuju uslove pod kojima
se kanonski sistem nalazi. U narednom odeljku pokazacemo da statisticka
suma igra kljuénu ulogu u termodinamici kanonskih sistema i da se iz nje
mogu dobiti prakticno sve termodinamicke veli¢ine.
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Iz izraza (3.16) vidimo da statisticku sumu dobijamo integracijom (su-
miranjem) veli¢ine e PHP.T) koju zovemo statisticka teZina ili Boltzmann-
ov faktor, po svim dostupnim mikrostanjima sistema u faznom prostoru.
Posto statisticka tezina zavisi samo od hamiltonijana, koji predstavlja en-
ergiju sistema, mozemo sa integracije po faznom prostoru da predjemo na
integraciju po energiji

oo

Z(3) = f e PE f % dFE . (3.17)

Eumin S (E)

Integral u zagradi, na osnovu relacije (2.14), predstavlja gustinu stanja
Q(F), pa statisticku sumu mozemo prikazati formulom

Z(B) = T Q(E)e PEAE, (3.18)
Emin

za Cije izraCunavanje je neophodno poznavati gustinu stanja kao funkciju
energije )(E). Nekada je potrebno da na osnovu poznate statisticke sume
nadjemo gustinu stanja. Ne narusavajuc¢i opstost, primetimo da ako u
izrazu (3.18) stavimo E,,;, = 0, tada statisticka suma Z(3) zapravo pred-
stavlja Laplace-ovu transformaciju' gustine stanja, §to znaci da Q(E) moze-
mo dobiti kao inverznu Laplace-ovu transformaciju funkcije Z(3), odnosno

B'+ioco
Q(E):% [ 2 as. (3.19)
B! —ioco

!'Za funkciju f(x) realne promenljive 2, Laplace-ova transformacija L[f(z)] predstavlja
funkciju F'(p) kompleksne promenljive p, definisanu izrazom

F(p) = LIf@)] = [ f()e""da,

pri ¢emu se pretpostavlja da je Re(p) > 0. Inverznu Laplace-ovu transformaciju
L~ '[F(p)] nalazimo na osnovu formule

p’ +ico

_ 1
=L 'F(p) = =— F(p)eP*d
f@) =17 Fw) =5 | Feedp,
p’ —ioco
gde je i = y/—1, tako Sto u ravni kompleksne promenljive p integraciju vrsimo duz

proizvoljne prave paralelne imaginarnoj osi Re(p) = p’, koja se nalazi desno od svih
singularnih tacaka funkcije F(p).
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gde (8 posmatramo kao kompleksnu promenljivu, a integraciju vrsimo duz
prave Re(8) = (' paralelne imaginarnoj osi. U nekim konkretnim slucaje-
vima poznavanje gustine stanja moze biti od koristi pri prelasku sa kanon-
skog na formalizam mikrokanonskog ansambla, tako Sto ¢emo makrosko-
pske uslove pod kojima se posmatrani sistem nalazi umesto temperaturom
opisati njegovom ukupnom energijom. Pomenuti prelaz ostvarujemo tako
§to na osnovu poznate gustine stanja kao funkcije energije odredimo en-
tropiju sistema po formuli S = kIn Q(E), koju smo izveli za sluc¢aj mikroka-
nonskog ansambla normalnih sistema.

3.2.1 Neinteragujudi sistemi cestica

Razmotrimo oblik statisticke sume sistema od N neinteragujucih cCesti-
ca. U ovom sluc¢aju hamiltonijan N-cesticnog sistema mozemo predstaviti
kao sumu jednocesticnih hamiltonijana

N
D= ) (320)
=1

pa se statisticka suma Zp, sistema od N Cestica, moze napisati u obliku

5 z Mo (i) H dpi g
T
odnosno
al dp; dg;
ﬁH 141 ? ? —_—
N|er @) o —N'HZ(Z (3.22)
=1 T';

gde je Z(i) statisticka suma i-te Cestice, opisane jednocesti¢nim hamiltoni-
janom H;(pi, ¢;). Ako svi jednocesti¢ni hamiltonijani imaju identi¢nu formu
Hi(Di, @) = H1(p1, q1) bice Z(i) = Zy, gde je Hi(p1,G1) hamiltonijan jedne
proizvoljne cCestice, a Z; odgovarajuca jednocesti¢na statisticka suma. Sa
ovim, poslednji izraz mozemo napisati u formi

Iy =—2N . (3.23)

N
Odavde vidimo da je za izracunavanje statisticke sume sistema od N nein-
teragujucih cestica dovoljno naci statisticku sumu za jednu cesticu. Prime-
timo da se faktor N! u poslednjem izrazu javlja usled principa neraz-
likovanja identi¢nih cestica (kada Cestice permutujemo ne dobijamo novo
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mikrostanje) koji u sebi sadrzi pretpostavku o nelokalizovanosti ¢estica. U
slucaju lokalizovanog sistema, cestice ne mogu medusobno zameniti mesta,
pa u tom slucaju faktor V! ne treba uzeti u obzir pri izracunavanju statisti-
cke sume, tako da treba racunati po formuli

In =7V . (3.24)

Kao primer izracunavanja statisticke sume na osnovu jednocesti¢nog
hamiltonijana naves¢emo idealni gas, za koji smo rekli da predstavlja nelo-
kalizovan sistem cestica. U ovom slucaju jednocesti¢ni hamiltonijan sadrzi

samo C¢lan koji odgovara kinetickoj energiji Hi = ﬁ > pfa, pa je
a=T,Y,z

(0.0}
7z = % < 1T f ¢~ 3m Pla dp1a> qu’l . (3.25)
a=z,y,z —o0 |4
Izraz u zagradi se svodi na proizvod tri Poisson-ova integrala
oo
[ emtda = \/g (3.26)
—0o0

¢ija vrednost u konkretnom sluc¢aju iznosi v/27m/3, dok je poslednji inte-
gral jednak zapremini sistema V', pa jednocesticna statisticka suma iznosi

3

2mm \ 2 Vv

Z| = ( ) V=—, (3.27)
h23 )\‘}

gde je Ap termalna talasna duzina, definisana formulom (2.88). Sada lako,
na osnovu formule (3.23), dobijamo statisticku sumu za ceo sistem

1 /27m)\ 2 1 /v

m™m
Z = —_— —_— N:— - . .2
N N!(h?ﬂ) VU= (x}) (3.28)

Odavde mozemo prema formuli (3.19) odrediti gustinu stanja

3N B’ +ioco
VN /2rm) 2 1 ePE
UE) = —— 55 Py — : 2
(E) NI ( h2 ) 2m‘ﬁ,f_ 3% dp (3:29)

Za pozitivne vrednosti energije integral u zagradi iznosi? F -l / (% — 1)!

2U kompleksnoj analizi se pokazuje da inverzna Laplace-ova transformacija funkcije
1/p"t (n > —1) glasi

p’ +ico n
1 1 dp = T
I'n+1)

omi i€

p/—ioco
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pa je

3N

VN 2rm\ 2 _sN_,
QE) = N!(%—l)!( 12 > E="", (3.30)

dok je za FF < 0 gustina stanja jednaka nuli.
Drugi primer predstavja sistem od N neinteragujucih jednodimenzionih
harmonijskih oscilatora frekvence w, ¢iji hamiltonijan ima formu

H= Z(—szr quz>:§;7—li. (3.31)

U ovom slucaju jednocesti¢na statisticka suma je oblika

1( 7 _s T _pme? 1
Z1 = 7 (I e 2m p%dm) (I e 2 qfdt]l) = 6_hw’ (3.32)

— 00 — O

gde je h = h/2m redukovana Planck-ova konstanta. Navedeni sistem oscila-
tora predstavlja dobar model za proucavanje vibracija kristalne resetke, pri
¢emu uzimamo da oscilatori reprezentuju molekule smestene u ¢vorovima
reSetke. Za ovaj sistem mozemo smatrati da je lokalizovan, tako da u ovom
modelu statisticka suma sistema glasi

Iy = (QLM)N , (3.33)

pa je odgovarajuca gustina stanja za pozitivne vrednosti energije

1 1 B’ +ioco ﬁE EN—l

= (ﬁw)N %ﬂ/_ioo ﬂN dg | = (N —1)! (ﬁw)N J (3.34)

dok je Q(FE) =0za E <0.

3.2.2 Interagujudi sistemi Cestica — konfiguracioni integral

Analizirajmo sada statisticku sumu interaguju¢ih sistema. Imajuéi u
vidu da se hamiltonijan moze napisati u obliku (1.14), odnosno kao zbir
kineticke energije, koja zavisi samo od impulsa, i potencijalne energije, koja
zavisi samo od koordinata, integraciju u izrazu za statisticku sumu mozemo
nezavisno obaviti u impulsnom i konfiguracionom prostoru (3/N-dimenzioni
prostor generalisanih koordinata)

Z(8) = fe—ﬁH(ﬁ,q”)dp —
T

N|h3Nf BT(P)dpf —AU@)qq . (3.35)
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Posto je T = Zf\]: 1 ﬁf /2m, integral po impulsnom prostoru se svodi na
proizvod 3N Poisson-ovih integrala (formula (3.26)), pa je

1
Z(B) = oy @n (3.36)
N3N
gde smo sa
Qn = [ eV ag, (3.37)

oznacili tzv. konfiguracioni integral koji sadrzi informaciju o interakcijama
u sistemu. Da bismo izracunali ovu veli¢inu moramo znati izraz za potenci-
jalnu energiju kao funkciju generalisanih koordinata. U konkretnim prime-
nama, izracunavanje konfiguracionog integrala je jako slozen matematicki
problem i obi¢no se (3.37) racuna nekom od aproksimativnih metoda. U
odeljku 3.4 pod odredjenim uslovima izracunac¢emo ovaj integral za gas
cestica kod kojih se potencijalna energija sistema moze predstaviti u obliku
sume dvocesti¢nih interakcija.

3.3 Termodinamika kanonskog ansambla

Most ka termodinamici predstavlja entropija, koju u slucaju kanonske
raspodele, na osnovu formula (1.33) i (3.15), ra¢unamo kao

e—BH
S = —kllf In <7> r, (3.38)

odnosno

§=kp [ fHAT + kW Z [ fdr. (3.39)
T I

Prvi integral predstavlja unutrasnju energiju sistema jer je U = (H), dok
je drugi (na osnovu uslova normiranja) jednak jedinici, pa je

S=kpU+kInZ. (3.40)
Posto je f = 1/kT, zadnji izraz mozemo napisati u obliku

—kTnZ =U-TS§, (3.41)
odakle na osnovu definicije za slobodnu energiju sistema F' = U — TS,

zakljucujemo
F=—-kTlhZ (3.42)
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Makroskopski uslovi:

fiksirani zapremina V' i broj cestica N
sistem razmenjuje energiju sa termostatom temperature 7'

Funkcija raspodele:

o e~ PH(/P.T)
f0.q) = —
Statisticka suma:

Z(T,V,N) = [ e mr @O
I

Veza sa termodinamikom:

F(T,V,N) = —kTInZ

oF OF
S—‘(a—T>V,N’ P—‘(W)T,N

Tabela 3.1: Redosled primene osnovnih formula formalizma kanonskog
ansambla, na osnovu poznate Hamilton-ove funkcije H(p, 7).

Sada mozemo na osnovu diferencijalne forme za slobodnu energiju
dF(T,V)=—-SdT — PdV (3.43)

da nadjemo entropiju i pritisak kanonskog sistema

oF oF
S__a_T’ P__W' (3.44)

U Tabeli 3.1 dat je rezime glavnih rezultata i redosled primene formula
formalizma kanonskog ansambla pri resavanju konkretnih problema.

3.4 Klasic¢an realni gas

U ovom odeljku primeni¢emo formalizam kanonskog ansambla za dobi-
janje van der Waals-ove jednacine stanja realnih gasova. Ako pretpostavimo
da izmedju cestica deluju centralne sile, a za generalisane koordinate izabe-
remo vektore polozaja 7, tada se ukupna energija interakcije moze pred-
staviti kao suma energija uzajamnog dejstva izmedju parova cestica

U=> u(r). (3.45)
(i)
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u(r) fu (r)

d | Twin d

r d | Tmin Tq r

-1

Slika 3.2: Na crtezu levo dat je graficki prikaz zavisnosti dvocesti¢ne
potencijalne energije (3.46) od medjusobnog rastojanja izmedju cestica.
Na rastojanju 7m:n potencijalna energija ima minimum, tako da je za
r < T'min interakcija odbojna, a za r > Tmin privlacna. Primeéujemo
da na rastojanjima veéim od rq (tzv. polupreénik uzajamnog dejstva)
energija dvocesticne intarakcije prakti¢no postaje jednaka nuli, a na
rastojanjima manjim od d beskona¢na. Mozemo smatrati da je d reda
veli¢ine precnika Cestice jer na tom rastojanju dolazi do interakcije elek-
tronskih oblaka Cestica koje interaguju, $to se manifestuje jakim odbo-
jnim silama. Na crtezu desno graficki je prikazana zavisnost Mayer-ovih
funkcija (formula (3.49)) od medjusobnog rastojanja izmedju Gestica.

Ovde (ij) znaci da se sumiranje vrsi po svim parovima cestica, a 7;; = |7i;]
(ry; = 7 — 7;) oznacava medjusobno rastojanje izmedju cestica. Tipican
oblik zavisnosti dvocesticne potencijalne energije od uzajamnog rastojanja
izmedju cestica prikazan je na Slici 3.2 i mozemo je priblizno predstaviti
funkcijom oblika

00 r<d
u(r) =4 —lu(r)] d<r<rg (3.46)
0 r>Trg.

Glavni zadatak se sastoji u odredjivanju statisticke sume, koja se u
slucaju sistema sa medjucesticnim interakcijama svodi na izracunavanje
konfiguracionog integrala

N
Qu = [ [ e [ ar,. (3.47)
) .

\% i=1
koji se s obzirom na formulu (3.45) moze predstaviti u konkretnijem obliku

Qv= [ [e @
\%4 \%4

N N
dei — j . f H e~ Pulriz) dei . (3.48)
i=1 VoV \G)) i=1
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U cilju izracunavanja dobijenog izraza umesto funkcija u(r;;) uveséemo tzv.
Mayer-ove funkcije
fij = e Pulri) _ 1 (3.49)

uz ¢iju pomo¢ podintegralnu funkciju u izrazu (3.48) mozemo transformisati
na sledeé¢i nacin

[Je Pt = H(1 1) =1 fi S0 fipfu o+ (3.50)

(i5) (i7) (15) (kl)

gde znak “prim”, u dvostrukoj sumi po parovima cestica, znaci da suma ne
sadrzi ¢isto kvadratne ¢lanove (za koje je (ij) = (kl)).

U analizi koja sledi pretpostaviéemo da je gas jako razredjen (male
gustine) odnosno da je srednje rastojanje izmedju Cestica mnogo vece od
polupreénika uzajamnog dejstva, tj. da vazi rq4 < (V/N)/3. Pod ovom
pretpostavkom, u prvoj aproksimaciji ¢lanove u obliku proizvoda dve i vise
Mayer-ovih funkcija u razvoju (3.50) mozemo zanemariti, jer integrali po
ovim proizvodima daju veoma male vrednosti u poredjenju sa integralima
po samim funkcijama f;;. Naime, da bi na primer, proizvod dve funkcije f;;
i fr bio razlicit od nule, moraju istovremeno biti razliciti od nule i f;; i fi,
a to Ce se desiti ako se u istom trenutku na rastojanju manjem od r4 nadje
dva para Cestica, Sto je s obzirom na malu gustinu gasa malo verovatno.
Na osnovu izlozenog (3.48) postaje

QN:f f(lJerw)Hd” VN+—f fmedrl, (3.51)

\% 1% (i5)

gde smo uzeli u obzir da integral sume po (ij) daje N(N —1)/2 ~ N2/2
jednakih clanova koji odgovaraju ukupnom broju razli¢itih parova cestica.
Daljom transformacijom dobijamo

O = VN+—(H J dm) f f ( ~ulnz) —1>dF1dF2

=3V
= VN4 TVN_z j dr I47r <e_ﬁ“(r) — 1)7’2dr
|4 0

N N2 ¢ —Bu(r) 2
=V 1+W e —1 |4nradr|, (3.52)

gde smo pri dobijanju druge od jednakosti pri izracunavanju zapreminskog
integrala po drugoj Cestici presli na sferne koordinate, stavljaju¢i koordi-
natni pocetak u centar prve Cestice (r = r12), a potom smo integraciju
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po promenljivoj r, umesto od nule do gornjih grani¢nih vrednosti odre-
djenih oblaséu V', prosirili do beskonacnosti, zato Sto racunati integral vec¢
za vrednosti r > r4 daje zanemarljiv doprinos. Dobijeni izraz mozemo dalje
uprostiti ako uvedemo veli¢inu

=3 j ( )471'7’ dr, (3.53)

tako da konfiguracioni integral mozemo da napisemo u konciznom obliku

N2
Qn =VV (1 +B(T) 57 > : (3.54)
odakle vidimo da u slu¢aju jako razredjenog gasa (za dovoljno veliko V,
pri konstantnom N') drugi ¢lan predstavlja korekciju u odnosu na prvi ¢lan
koji odgovara neinteragujuéem sistemu za koji je Qn = V. Uvrstavajudi
dobijeni rezultat u (3.36) nalazimo statisticku sumu

vy N2

odakle, na osnovu (3.42), lako sledi izraz za slobodnu energiju

N

1% N2
F=—kTlh—— N — kTln <1 +B(T) 57 ) : (3.56)

Zbog male gustine gasa drugi ¢lan mozemo aproksimirati po formuli In(1 +
x) =~ x, tako da je
VN NQ

F = KT oy — KTB(T) 77 .

N (3.57)

Dobijeni izraz dalje mozemo pojednostaviti ako integral u izrazu za B(T)
(formula (3.53)) rastavimo na dva dela

d 00
B(T) = %f ( —Pulr) _ )47Tr2dr + %j <e—ﬁ“(’“> - 1)47rr2dr. (3.58)
0 d

Prvi integral lako racunamo ako imamo u vidu da za date granice integracije
vazi e P ~ (0. Da bismo uprostili drugi integral pretpostavicemo da
je energija toplotnog kretanja cestice mnogo ve¢a od maksimalne energije
interakcije izmedju para Cestica |u(rmin)| < kT (videti Sliku 3.2), tako da
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u(r)

podintegralnu funkciju mozemo razviti u red po formuli e 7" ~ 1— T =

1+ Wk(—;)' Na osnovu iznetog imamo

ordd 21 T
B(T) ==+ 1= j lu(r)|r2dr . (3.59)
d

Zamenom dobijenog izraza u (3.57) sledi

vN o kTN? (2rnd® 27 )
F=—kTln NTAGN + v ( 5 "W df lu(r)|redr |, (3.60)
odnosno
B | N b a
F=—kTIn 'A?:’FN+N]€TV_V’ (3.61)
gde smo uveli oznake
i 2rd>N
a = 27N> f lu(r)|r2dr, b= 7r3 . (3.62)
d

Na osnovu poznate slobodne energije prema drugoj od formula (3.44), lako
nalazimo pritisak sistema

NET b a
P = — (1 + v VNk:T) . (3.63)

Prvi clan s desne strane predstavlja pritisak idealnog gasa, a sledeca dva
odgovarajuce popravke, od kojih drugi ¢lan opisuje uticaj jakih odbojnih
sila na manjim rastojanjima, a tre¢i uticaj privlac¢nih sila na veéim rasto-
janjima. Ako poslednju jednac¢inu prepisemo u obliku

a b\~ NkT

tada zbog male gustine gasa (b/V < 1), drugi ¢lan u proizvodu na levoj
strani mozemo aproksimirati po formuli (1 + z)™! ~ 1 — z, nakon cega
konac¢no dobijamo termicku jednacinu stanja realnih gasova u uobicajenom
obliku u

(P+ W> (V —b) = N&T, (3.65)

koja je poznata kao der Waals-ova jednacina.
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Diferenciranjem izraza (3.61) po temperaturi, prema prvoj od jednacina
(3.44) nalazimo entropiju sistema

3 vy o1 b
koja se nakon primene Stirling-ove formule moze predstaviti u vidu
5 V1 b
= —Nk NEk1 — Nk—. .
S + n (N 3 > v (3.67)

Prva dva clana prema formuli (2.89) predstavljaju entropiju idealnog gasa,
dok treci ¢lan predstavlja negativnu korekciju usled odbojnih sila na malim
rastojanjima.

Na kraju odredimo unutrasnju energiju realnog gasa. Iz formule U =
F + T8, ana osnovu izraza (3.61) i (3.66), dobijamo

U=3nr - ° 3.68
=3 v (3.68)

Prvi ¢lan predstavlja srednju vrednost kineticke energije sistema koja se
poklapa sa unutrasnjom energijom idealnog gasa, dok drugi ¢lan odgovara
srednjoj potencijalnoj energiji svih cestica, koja zbog privlac¢nih interakcija
ima negativan predznak.

3.5 Fluktuacije energije

Posto sistem opisan kanonskim ansamblom razmenjuje energiju sa okoli-
nom, to znaci da se moze naci u stanjima sa razlicitom energijom koja fluk-
tuira oko srednje vrednosti U = (H). Veli¢ina koja opisuje odstupanje od
srednje vrednosti zove se standardna devijacija o(H) = \/D(H), gde je

D(H) = (H?) — (H)?, (3.69)

disperzija ili srednja kvadratna fluktuacija. Poc¢i ¢emo od izraza za un-
utrasSnju energiju

-5
Uz(H)szfdP:fH#dP. (3.70)
I I

Diferenciranjem po parametru # (imajuéi u vidu da je Z funkcija od f3)
dobijamo

8U . 26_’87—[ 1 6Z —BH
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a kako je 0Z/98 = — [ He " dI’ imamo

oU ,eAH e\’
%__JH ~ dr+<FfH7dr> , (3.72)
odnosno 5
a—g = —(H*) + (H)> = =D(H) . (3.73)

S druge strane, posto se kod kanonskog sistema zapremina ne menja, moze-
mo nadi toplotni kapacitet Cy po formuli

ou oUop oU 1
C=—-— =" _=ZZ [__—__|. 3.74
V7 or T 9B or ag( kT2) (8.74)
Kombinacijom poslednja dva izraza konac¢no dobijamo
D(H) = kT?Cy, (3.75)

pa je relativna fluktuacija

(H2) — (H)*  \/kT2Cy
7 - (3.76)

Analizirajmo dobijeni izraz u termodinamickom limesu. Posto su toplotni
kapacitet i unutrasnja energija ekstenzivne veli¢ine (proporcionalne broju
cestica N) tada Cée se relativna fluktuacija ponasati kao %;(H)Q ~
\/LN' Odavde vidimo da za veliko N, relativne fluktuacije energije postaju
prakti¢no zanemarljive, pa kazemo da su fluktuacije sistema normalne. To
znaci da se kanonski ansambl nalazi u stanju sa energijom koja je prakticno
jednaka, ili se neznatno razlikuje, od srednje vrednosti (H), odnosno imamo
situaciju koja je skoro ista kao u mikrokanonskom ansamblu.

Iz prethodnog razmatranja mozemo naslutiti da se u termodinamickom
limesu termodinamike kanonskog i mikrokanonskog ansambla poklapaju,
odnosno da postoji termodinamicka ekvivalencija izmedju ova dva ansam-
bla. Da bi dokazali ovo tvrdjenje posmatrac¢emo funkciju raspodele kanon-
skog ansambla po energijama. Na osnovu relacije (2.17), u konkretnom
slucaju imamo

1 1 gpim
FENE) = e PEQ(E) = e BEFInSUE) (3.77)
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Najverovatniju energiju E*, tj. onu energiju u kojoj sistem provodi najvise
vremena, odredjujemo iz uslova za maksimum navedene funkcije raspodele

0
9B [—BE + InQ(F)] =0, (3.78)
E=E*
odakle je
0lnQ(E) B
a—E —_— B . (3-79)
E=E*

Ako u kanonskom ansamblu posmatramo samo sisteme sa fiksiranom naj-

verovatnijom energijom E*, na njih mozemo primeniti formulu za entropiju

mikrokanonskog ansambla S = k1In Q(E*), tako da poslednji izraz postaje
oS(E*) 1

S =T (3.80)

Ovde prepoznajemo poznatu termodinamicku relaciju % = % koja daje

vezu izmedju entropije i temperature, pa mozemo da zaklju¢imo da se naj-
verovatnija energija £* poklapa sa unutrasnjom energijom sistema U = E*,
koja sa svoje strane predstavlja srednju vrednost energije. Drugim recima,
nezavisno od prirode kanonskog sistema najverovatnija energija se poklapa
sa srednjom vrednoséu energije. Da funkcija raspodele (3.77) u tacki E*
ima maksimum, a ne minimum, mozemo se uveriti na osnovu znaka drugog
izvoda

2
*InQE) 10 0 18(1>_ 1 0. (3.81)

9E2 kKOEOE KkOE\T) “kr2Cy °

Pokazimo sada da funkcija raspodele kanonskog ansambla (3.77) u ter-
modinamickom limesu prelazi u funkciju raspodele f(¥)(E) = §(E — E*)
mikrokanonskog ansambla sa energijom E*. U tom cilju razvi¢emo u red ek-
sponent u izrazu (3.77) u okolini tacke maksimuma E* = U. Zadrzavajuéi
se na kvadratnom ¢lanu, na osnovu (3.78) i (3.81), nalazimo

fENE) = % e PEFINQ(E) % e_B(U_TS)_%ﬁ(E_U)Q . (3.82)
Odavde, mozemo (uz uslov f(F)(E)dE = Uf(E)(g) d(%), zbog prelaska
na novu promenljivu) funkciju raspodele da izrazimo u funkciji redukovane
energije

(£-1)°
T2, /2
ﬂE)(%) ~ %e—ﬁ(U—TS) o (BVirev) (3.83)

NI
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Uocavamo da je dobijena raspodela Gauss-ovog tipa, sa srednjom vrednoséu

(E)/U =1 i disperzijom o (%) = —”lejc‘/ (uporedi sa formulom (3.76)).
U termodinamickom limesu N — oo, imamo o ~ \/LN — 0, pa Gauss-ova
raspodela po energijama poprima osobine delta funkcije (videti formulu
(2.22)). To znali da se energija sistema nalazi u veoma uskom intervalu
oko srednje vrednosti U, pa mozemo smatrati da je praktic¢no fiksirana oko
srednje vrednosti, §to je osobina mikrokanonskog ansambla. U tom smislu
u termodinamickom limesu mozemo uzeti da postoji ekvivalencija izmedju
kanonskog i mikrokanonskog ansambla.

Razmotrimo joS$ izraz za slobodnu energiju u termodinamickom limesu,
za §to je najpre potrebno da iz izraza (3.82) odredimo statisticku sumu Z.
Posto funkcija raspodele po energijama ima izrazen maksimum u tacki £ =
U, a van nje prakti¢no ima zanemarljivu vrednost, mozemo pri izracunava-
nju statisticke sume oblast integracije prosiriti na celu energetsku osu (od
—o0 do oo, umesto od E,;;, do 00), pa je

7 e PUTS) [ ¢ e BV g (3.84)

Odavde, na osnovu Poisson-ovog integrala (3.26), dobijamo

Z o~ e PU=TS)\ [orkT2Cy . (3.85)

Znajudi statisticku sumu, lako nalazimo slobodnu energiju
1
F=—kTInZ~({U-T8S) — kT In(2rkT2CYy) . (3.86)

U termodinamickom limesu zadnji ¢lan se ponasa kao In NV, i moze se zane-
mariti u odnosu na prvi ¢lan koji je proporcionalan sa N, paje FF ~U—-TS,
Sto se poklapa sa termodinamickom definicijom za slobodnu energiju. Sem
toga, posto je izraz U — T'S racunat u tacki u kojoj funkcija raspodele
ima maksimalnu vrednost, odnosno zbog negativnog znaka u eksponentu
formule (3.82) izraz U — T'S ima minimalnu vrednost, zaklju¢ujemo da ée
slobodna energija imati minimalnu vrednost u stanju sa energijom £ = U
koje je ujedno i ravnotezno stanje, kao sto sledi iz temodinamike.

3.6 Maxwell-ova raspodela

Ako sa dw(p, §) oznac¢imo elementarnu verovatnoéu da sistem bude u
mikrostanju sa impulsom u intervalu (p, P+ dp’) i koordinatom u intervalu
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(7,q+ dq) bice: dw(p,q) = f(p,§)dl. U konkretnom slu¢aju kanonskog

ansambla imamo

e PHPD) dpdq
Z N!R3N -

Pretpostavicemo da hamiltonijan sistema ima oblik (1.14), odnosno da

kineticka energija zavisi samo od impulsa a potencijalna samo od koor-

dinata, tako da poslednji izraz mozemo predstaviti u vidu

dw(p,q) = (3.87)

duf. ) = e PITE+UD]qpdg
’ [ e BTW)dp [ e-AU@)dT

(3.88)

Neka nas sada intresuje verovatnoca da jedna proizvoljno izabrana cesti-
ca (recimo prva) ima impuls u intervalu (pi,p; + dpp). Da bismo dobili
trazenu verovatnoéu dw(pi) potrebno je prethodni izraz integraliti po onim
velicinama koje nisu od nasSeg interesa, tj. po svim generalisanim koordi-
natama i po svim impulsima, sem impulsa prve Cestice

i N 57 -
e Pamdp (1‘[ J"e_ﬁznzdﬁi) [e BV @Ddg
_ i=2

< > (3.89)
(H fe—ﬁznﬁdﬁi) [e=PUW@Ddg
=1

Posle kracenja odgovarajuc¢ih ¢lanova, u imeniocu ¢e ostati samo integral
po impulsu prve cestice, koji se moze razloziti na 3 nezavisna integrala tipa
(3.26) po impulsima duz odgovarajué¢ih osa koordinatnog sistema, pa je

Pt gt
R e 2m R e 2m R
dw(p1) = = ; dpy = ——— dpy . (3.90)
H J” 67’8 Ql—gdpl (271'ka)2

Najzad, ako sa impulsa predjemo na prostor brzina p'= muv, dobijamo dobro
poznatu formulu za raspodelu verovatnoc¢e po brzinama jedne proizvoljne
Cestice

3
L T e A R
dw(vg, vy, v2) = (m) e~z (Ve tvytv )dvxdvydvz , (3.91)
koja se zove Maxwell-ova raspodela brzina. Zapazimo da poslednja formula
vazi za proizvoljan interagujuci sistem cestica. Dakle, navedena raspodela
po brzinama ne zavisi od toga kakve su, i da li uopste postoje interakcije u
sistemu, jedini uslov je da interakcije zavise samo od koordinata.
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Ukoliko hoé¢emo da umesto raspodele po brzinama jedne cestice pre-
djemo na raspodelu po kinetickim energijama e, = mov?/2, to mozemo
uraditi ako u izrazu (3.91) sa Descartes-ovih koordinata u prostoru brzina
predjemo na sferne koordinate u prostoru energije dvydv,dv, = 4rv?dv =

4 % der. Na taj nacin dobijamo
21

dw(e) = —= 6_%\/5(16]@ . (3.92)
(mkT)

N[

Primetimo da se kod idealnog gasa kineticka energija poklapa sa uku-
pnom energijom, pa u ovom sluc¢aju gornja formula predstavlja raspodelu
verovatnoce po ukupnoj energiji jedne cestice. Na osnovu dobijene formule
za raspodelu verovatnoce po kinetickim energijama, mozemo odrediti sre-
dnju vrednost

[ee] 2 o0 .
(ex) = fﬁk dw(eg) = —— fak%e*ﬁ dey, . (3.93)
0 (kT)>

Poslednji integral se smenom z = e /kT svodi na gama funkciju i iznosi
(KT)2T(3) = (kT)2 Y™ pa je

(ex) = ; KT (3.94)

Za sistem od N neinteragujucih ¢estica imamo U = N {ex) = %N kT, sto
se poklapa sa formulom (2.85) za energiju idealnog gasa, koja je dobijena
primenom formalizma mikrokanonskog ansambla.

3.7 Dvocesti¢cna korelaciona funkcija

Analizirajmo sada raspodelu verovatnoce samo po generalisanim koor-
dinatama, tj. u konfiguracionom prostoru. Za generalisane koordinate iz-
abra¢emo vektore polozaja 7;. Oznac¢imo sa dw (7,7, ..., ) verovatnoéu
da se prva Cestica nadje u delu prostora dr; odredjenog vektorom polozaja
71, druga Cestica u delu prostora drs, odredjenog vektorom polozaja 7%,
itd. Trazenu verovatno¢u dobijamo na slican nacin kao pri odredjivanju
Maxwell-ove raspodele, samo §to sada izraz (3.88) treba integraliti po im-
pulsima svih Cestica

N
1 Lo
dw(7y, Fay ..., TN ) = —QNe*ﬁU@“lﬂvwﬂ"N) [Tam, (3.95)
i=1
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gde je Qn konfiguracioni integral dat formulom (3.47). Verovatnoéu nalaze-
nja proizvoljno izabrane, recimo prve cestice, u okolini tacke 7 nalazimo
integracijom po koordinatama ostalih Cestica

N
1 N -
dw (i ) = (@ j N _fe—ﬂU(rl,m,...,rN) Hdﬁ) dry . (3.96)

\% \%4 =2
Izraz u zagradi predstavlja gustinu verovatnoce nalazenja izabrane cestice
u elementu zapremine drj. Ako hoéemo da odredimo gustinu verovatnoce
p(71) nalazenja bilo koje od N ¢estica iz sistema u posmatranom elementu
zapremine, tada izraz u zagradi poslednje formule treba pomnoziti sa N,
pa je

N
N Lo
p(7) = Q_ f ... f e~ BU(F1,72,..TN) H dr; . (3.97)
R i—2
Iz uslova normiranja verovatnoce sledi
fﬂ(ﬂ)dﬁ =N, (3.98)
o

tako da p(71) mozemo tumaciti kao gustinu cestica u oblasti dr;.

Posmatrajmo sada verovatnoéu da se prva cestica nadje u elementu
zapremine dr; oko tacke 7, a druga u elementu drs oko tacke 7. Trazenu
verovatno¢u dobijamo integracijom izraza (3.95) po koordinatama preosta-
lih cestica

N
1 Lo o
dw<f’17 7 ) — <_ J - j e—BU(h,Tz,...,TN) H dﬁ) drdiy . (3‘99>
1=3

Qny v

Izraz u zagradi predstavlja gustinu verovatnoce istovremenog nalazenja
prve Cestice u elementu zapremine dr, a druge u elementu drs. Gustinu
verovatnoce nalazenja bilo kojeg para cCestica u istim elementima pros-
tora nalazimo mnozenjem ove veli¢ine sa N(N — 1) ~ N2, jer imamo N
mogucénosti da jedna od ¢estica bude u elementu dr; i N — 1 moguénost
da bilo koja od preostalih cestica bude u elementu drs. Trazenu gustinu
verovatnoce oznac¢imo sa

N2 .
PO, 7o) = o [ oo [V T (3.100)

za koju vazi uslov normiranja

[ [ P21, m)dmdry = N2 (3.101)
VvV
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Primetimo da u slucaju neinteragujucih sistema (U = 0) vazi p(71) =
N/V =pip®(F,7) = N?/V? = p?, pa u ovom sluéaju mozemo pisati

p I (71, 72) = p(71)p(72) - (3.102)

U slucaju interagujucih sistema ova relacija ne vazi, ve¢ ¢emo pretpostaviti
da postoji sledec¢a funkcionalna zavisnost

p A (71, 7) = p(71) p(7a)g (71, 72) (3.103)

gde je g(71,72) tzv. dvocestiéna korelaciona funkcija koja opisuje uticaj
gustine Cestica u tacki 7] na gustinu Cestica u tacki 75. Za neinteragujudi
sistem nema korelacija, pa se (3.103) svodi (3.102), Sto znaci da je tada
g(Fl, 7?2) =1.

Relacija (3.103) predstavlja definiciju korelacione funkcije za proizvoljan
statisticki sistem opisan potencijalnom energijom U. Analizirajmo sada
slucaj gasova kada se potencijalna energija moze predstaviti u obliku (3.45).
Tada (3.97) i (3.100) dobijaju konkretniji vid

p(7) =p= On f f (He Bulri) )Hdm : (3.104)

(ig)

P (r12) = O~ f f (H e 6““(7"”))1_[(17‘@ ) (3.105)

1% (i7)

gde je Qn sada oblika (3.48). Primetimo da u ovom sluc¢aju p(7;) = p ne
zavisi od 71, jer u izrazu (3.104) integraciju po ostalim Cesticama mozemo
obaviti u koordinatnim sistemima ¢iji se koordinatni pocetak nalazi u prvoj
Cestici, tako da p(7]) predstavlja konstantnu veli¢inu koju mozemo odrediti
iz uslova normiranja (3.98), odakle dobijamo

p(M)=p=+. (3.106)

S druge strane, posto dvocesti¢ne potencijalne energije u(r;;) zavise samo
od medjusobnog rastojanja, to é¢e vaziti i za funkciju p (7, 7)) = p@ (r2).
Ako sada (3.105) uvrstimo u (3.103), a imajuéi u vidu da na osnovu (3.106)
vazi p(7)p(72) = N?/V?2, korelaciona funkcija za gas estica ima oblik

& -
g(ri2) = Q_I . f <H eﬁu(m)) de;. ) (3.107)
N VM) i=3

v
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Izracunavanje korelacione funkcije povezano je sa istim matematickim
tesko¢ama kao i izracunavanje konfiguracionog integrala. Na ovom mestu
izveStemo izraz za korelacionu funkciju jako razredjenih gasova. U tom cilju
¢emo najpre iz podintegralne funkcije u izrazu (3.107) izdvojiti ¢lan koji se
odnosi na par ¢estica po kojima se ne integrali

V2€fﬁu(r12) / N
_ I I —Bu(rij) dr 3.108
r e T )
g(r12) On f ‘I Q;[) ) g ( )

v

gde znak “prim” znaci da proizvod ne sadrzi izdvojeni ¢lan. Dobijeni
proizvod razvi¢emo uz pomo¢ Mayer-ovih funkcija, gde se zbog pretposta-
vke o razredjenom gasu mozemo zaustaviti na linearnim ¢lanovima po ovim
funkcijama

He 7n”)_l_[(l_‘_fzy N1+Zfzj—1+2f1]+2f1]+f2]

(i5) (i5) (i5) (i5)
(3.109)
Ovde “prim” znaci da suma ne sadrzi ¢lan f12, a “sekundum” da se sumira
po svim parovima Cestica u sistemu koji se sastoji od N — 2 Cestice (i,j =
3,...,N). Zamenom (3.109) u (3.108) sledi

V2€—Bu(r12)

g(T12): QN {/[ J(1+% f’L])HdTZ
N
i jj(z Fij + f25) )Hdn ] (3.110)
V. oV =3

Prvi ¢lan u srednjoj zagradi predstavlja konfiguracioni integral Qn_o za
sistem od N — 2 éestice, a drugi ima vrednost® 4ANVN=3B(T), gde je B(T)
dato izrazom (3.53), pa je
V2efﬁu(r12)
QN

Imajuéi u vidu da je Qn za razredjeni gas dato formulom (3.54), i da
mozemo staviti Qn ~ V¥, kona¢no dobijamo

g(ri2) = <QN2 + 4NVN‘3B(T)> . (3.111)

g(rig) o e~Fu(n2) <1 + 4B(T)g) ~ e~ Pulr2) (3.112)

3Trazeni integral racunamo na slican nac¢in kao integral u izrazu (3.52), samo §to u
ovom slucaju integral koji ra¢unamo svodimo na 2(N — 2) ~ 2N identi¢na integrala, od
kojih svaki ima vrednost 2V "3 B(T).
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g(r)

d  Tmin r

Slika 3.3: Zavisnost dvocesti¢ne korelacione funkcije g(r) od
medjusobnog rastojanja izmedju Cestica za jako razredjen realni
gas Cestica.

gde se u prakti¢nim izra¢unavanjima korekcioni ¢lan 4ANB(T)/V <« 1
obi¢no izostavlja tako da korelaciona funkcija ima ¢isto eksponencijalnu
formu. Iz dobijenog izraza, a na osnovu oblika dvocesti¢ne potencijalne
energije u(ri2) (videti Sliku 3.2) na Slici 3.3 je data zavisnost korelacione
funkcije od uzajamnog rastojanja izmedju cestica. Vidimo da na velikim
rastojanjima r1o — oo kada je interakcija izmedju Cestica zanemarljiva,
prakti¢no nema korelacija g(rj2) — 1, dok je na manjim rastojanjima u
oblasti privlaénih interakcija g(r12) > 1, 8to znaéi da je u toj oblasti medj-
usobni uticaj cestica veci.

3.8 Teorema o jednakoj raspodeli energije

Na kraju odeljka 3.6 videli smo da srednja vrednost energije idealnog
gasa iznosi %N kT. Dobijeni rezultat je posledica teoreme o jednakoj raspo-
deli energije. Ova teorema tvrdi da ako se hamiltonijan sistema moze pred-
staviti kao Cisto kvadratna funkcija impulsa i koordinata, tada svakom ¢lanu
u sumi (svakom stepenu slobode) odgovara srednja vrednost energije %k:T.
U razmatranom slucaju idealnog gasa, hamiltonijan sistema sadrzi samo
¢lanove koji odgovaraju kinetickoj energiji sistema (kvadratne funkcije im-
pulsa) i to za svaku ¢esticu po tri ¢lana (za svaku koordinatnu osu po jedan
¢lan), sto ukupno daje 3N ¢lanova. Ako hamiltonijan sistema ima f stepeni
slobode tada je srednja energija (H) = f3kT.

Da bi dokazali prethodno tvrdjenje pretpostavicemo da hamiltonijan
sistema ima oblik sume ¢isto kvadratnih funkcija generalisanih impulsa p; i
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generalisanih koordinata ¢; (ili se nekom kanonskom transformacijom moze
svesti na taj oblik)

f1 f2
H=> api+)> B, (3.113)
=1 =1

gde su «; i ; konstante. Navedeni hamiltonijan mozemo predstaviti u
ekvivalentnom obliku

(Z Pim— Z an> (3.114)

=1

tako da se nalazenje ocekivane vrednosti hamiltonijana svodi na nalazenje
ocekivanih vrednosti Veliéina pia igq aH U tom cilju nadjimo srednju
vrednost opstijeg izraza x; 5~ 8 (kOJl se za i = j svodi na traZene izraze)

gde x;, odnosno z;, moze biti b110 koja kanonska promenljiva (impuls p; ili
koordinata ¢;). Na osnovu definicije za srednju vrednost imamo

< "o, > Zf%%ﬁmdr = _—fffzam (e‘ﬁ”) ar, (3.115)
J ] ’
a kako je
xi&% (<) :a%- (sie™) - gi; e, (3.116)
sledi

<xZ§7H> = ﬁLZ <5ijje_*3H dI' — j % (mie_m{) dF) , (3.117)
J . r O%j

gde je 9;; = 27”3; Kronecker-ov simbol. Prvi integral jednak je statistickoj
sumi Z, dok drugi integral mozemo predstaviti u obliku

[ (e ar = [ (2 () as, ) ar,
r T

:f[( 81"

gde smo sa dI'; = dI'/dx; oznatili element zapremine faznog prostora ko-
jim nije obuhvacena kanonska promenljiva z;, a sa z}"™ i xznax granice

integracije kanonske promenljive x;. Poslednji integral jednak je nuli jer u

min
xT;
J

) dr; =0, (3.118)
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tackama granicnih vrednosti promenljive z;, hamiltonijan sistema postaje
beskonacan. Naime, kada x; predstavlja prostornu koordinatu, tada vred-
nosti q}nin 1 ¢;"** odgovaraju granicama zapreminske oblasti koja je dos-
tupna sistemu. Posto je u tim tackama potencijal beskonac¢an i sam hamil-
tonijan uzima beskonacnu vrednost. S druge strane, u slucaju kada z;
predstavlja impuls, imamo p;mn = —00 i p?lax = o0, pa u ovom slucaju
kineticka energija sistema postaje beskonacna. Na osnovu iznete analize
zakljucujemo da za hamiltonijan proizvoljnog oblika vazi

OH
<LL‘1%> = (Sij kKT . (3.119)

J

Iz dobijene formule trazena srednja vrednost energije prema obrascu (3.114)
1znosi

(H) = %fk:T, (3.120)

gde smo sa f = f; + fo oznacili ukupan broja c¢lanova u hamiltonijanu
(3.113), koji ujedno predstavlja i njegov broj stepeni slobode. Odavde
mozemo da zaklju¢imo da svaki harmonijski ¢lan u hamiltonijanu, tj. svaki
¢lan kvadratnog oblika, daje isti doprinos %kT unutrasnjoj energiji sistema.
Ovaj rezultat je u statistickoj fizici poznat kao zakon o jednakoj raspodeli
energije po razli¢itim stepenima slobode hamiltonijana. 1z izraza za srednju
vrednost energije sledi formula za toplotni kapacitet
O(H) 1
Cy = a7 = §fk, (3.121)
odakle konstatujemo da svaki stepen slobode daje doprinos %k
U svetlu dobijenog rezultata vidimo da u slucaju idealnog gasa, hamil-
tonijan sistema (2.74) ima oblik (3.113) i da sadrzi f = 3N clanova koji
odgovaraju kinetickoj energiji sistema, pa je za idealni gas U = %N kT i
Cy = %N k. Drugi vazan slucaj predstavlja sistem od N neinteragujucih
linearnih harmonijskih oscilatora ¢ija je potencijalna energija kvadratna
funkcija koordinata, pa hamiltonijan ima oblik (3.31). U ovom slu¢aju
je f = N+ N = 2N, pa na osnovu zakona o jednakoj raspodeli en-
ergije dobijamo U = NkKT i Cyy = Nk. Navedeni hamiltonijan predstavlja
dobar model jednodimenzionog kristala kada molekuli osciluju oko svojih
ravnoteznih polozaja u ¢vorovima kristalne resetke. U slucaju trodimen-
zionog kristala broj ¢lanova u hamiltonijanu je tri puta veéi jer sada sis-
tem moze oscilovati duz tri nezavisne ose, pa je za trodimenzioni kristal
U = 3NKT i Cy = 3Nk. Ovaj rezultat je poznat kao Dulong-Petit-
ovo pravilo. Zakon o jednakoj raspodeli energije nalazi svoju primenu i u
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slucajevima kada kod cestica postoje dodatni stepeni slobode u vidu rotacije
cestica (ako su Cestice na primer dvoatomni molekuli) a posto je energija
rotacionog kretanja kvadratna funkcija momenta impulsa (koji igra ulogu
generalisanog impulsa), na nju se takodje moze primeniti zakon o jednakoj
raspodeli energije.

3.9 Teorema o viralu

Razmotrimo sada posledice formule (3.119) za ¢ = j, kada z; pred-
stavlja generalisanu koordinatu ¢;. Sumiranjem po svim generalisanim ko-
ordinatama dobijamo

3N
Zqia—H = 3NkT . (3.122)
= 4

OH

Posto izvod —ai predstavlja generalisanu silu @; (videti diskusiju posle
jednacina (1.3)), poslednji izraz mozemo napisati u obliku

3N
<Z quz-> — —3NKT. (3.123)
i=1

Veli¢ina na levoj strani, koja predstavlja oc¢ekivanu vrednost sume proizvo-
da generalisanih koordinata i njima pripadajuc¢ih generalisanih sila zove se
viral sistema. Dobijena formula predstavlja tzv. teoremu o viralu koja
tvrdi da je viral sistema opisanog proizvoljnom Hamilton-ovom funkcijom?
jednak —3NEKT.

Primenimo teoremu o viralu na dobijanje jednacine stanja interagujuceg
gasa Cestica koji se nalazi u sudu zapremine V. Hamiltonijan ovog sistema
moze se predstaviti u vidu

H(pi,qi) = T(pi) + Ulas) +U'(ai) , (3.124)

gde je T kineticka energija, U energija interakcije izmedju Cestica sistema
i U’ energija interakcije izmedju Cestica i zidova suda. Generalisanu silu,
pridruzenu koordinati g, mozemo napisati u obliku

ou
=——+4+ Fy, 3.125
Qu aq T ( )
gde je Fj, = _gTU;: komponenta generalisane sile, koja odgovara koordinati

qr, kojom zidovi suda deluju na cCestice gasa, i razlic¢ita je od nule samo na

Jedino ogranicenje koje postoji odnosi se na graniéne uslove iskazane u izrazu (3.118).
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granicama zapreminske oblasti koja je na raspolaganju sistemu. Na osnovu
teoreme o viralu imamo

3N
_< qk—> <Z quk> = —3NkT . (3.126)

k=1

Da bismo izracunali drugi ¢lan s leve strane jednakosti, za generalisane
koordinate izaberimo vektore polozaja 7 (k = 1,2,...,N). Tada gener-
alisane sile, kojima zidovi suda deluju na cestice gasa, mozemo zapisati u
uobicajenom obliku ﬁk Ako sa dg'k oznac¢imo element povrsi zida suda u
koji udara cestica odredjena vektorom polozaja 77, tada F, . mozemo pred-
staviti u obliku Fj, = —Pdgk, gde je P pritisak. Odavde sledi

N
<Z - Fl> =P 7-dS=-P[dividV =3PV,  (3.127)
k=1 S 1%

§to zamenom u (3.126) dovodi do jednacine stanja u obliku

U
PV = NkT — = <Z P - 8rk> (3.128)

k=1

Dobijena formula se moze dalje transformisati ako pretpostavimo da
energija interakcije U ima oblik (3.45), pa je

1 /& 0
PV = NkT—§<_ k-a—&zu(mj)>

N
. 1 5 8u(rij)
= NkT—3< ] Z © > , (3.129)
(ij) k=1

odnosno®

1 du(ri;) N? du(riz)
P :NT——E: i3’ NkT — 1
1% k 3<"> <rj ary > k - <r12 S (3.130)
1)

U drugoj sumi u izrazu (3.129), posle diferenciranja po 7 ostaée samo Clanovi za
koje je k =i i k = j, koje mozemo transformisati na sledeé¢i nacin

- au(’l”ij) - au(T’ij) _ - du(nj) aT‘ij 8771] - du(rij) 87’1']' (9772]
T Tom T Tar, T TV Tam, o, om0 dr, oF, oF
- P aTij d’LL(?’ij) - du(r”)
o " 677” dri]’ Ty d?”'z]

—

gde smo pri dobijanju druge jednakosti imali u vidu da je 7;; = 7; — 73, dok poslednja

jednakost sledi iz identiteta @ - g‘_l, = (aw 82 8i +a. 822) Va2 + a2 +a? =a.
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gde poslednja jednakost sledi iz ¢injenice da sumiranje po (ij) daje N(N —
1)/2 ~ N?/2 identi¢nih ¢lanova koji odgovaraju ukupnom broju razli¢itih
parova cestica. Ostaje jos da izra¢unamo oc¢ekivanu vrednost

gde je g(r12) dvocesticna korelaciona funkcija definisana formulom (3.107).
U cilju izracunavanja dvostrukog integrala, u jednom od zapreminskih inte-
grala recimo po drugoj cestici, predjimo na sferne koordinate postavljajuci
koordinatni pocetak u centar prve Cestice (r = r12), tako dobijamo

du(r) 2 T du(r) 3
dmr = 4 .
< I > ) fd g(r)dmr=dr = V I g(r) 4mre dr
(3.132)
Zamenom u (3.130) sledi
B onN F du(r) 3
PV = NkT (1 TV ) dr g(r)r dr) . (3.133)

Dobijena formula predstavlja tzv. viralnu jednacinu stanja realnih gasova
izmedju ¢ijih cestica deluju centralne sile, opisane dvocesticnom potenci-
jalnom energijom u(r), za ¢iji konkretan oblik treba izra¢unati preostali
integral. Primetimo da se u odsustvu interakcija pomenuta jednacina svodi
na jednacinu stanja idealnog gasa.

U slucaju jako razredjenog realnog gasa iz (3.133) mozemo dobiti van
der Waals-ovu jednacinu. U ovom slucaju korelaciona funkcija ima oblik
(3.112), pa integral u poslednjem izrazu mozemo izracunati parcijalnom
integracijom

e Pulr) 3 dr = (3.134)

e~ Pu(r) )
0

-
T( —Bu(r) _ )r dr—?)Zk—WTB( ), (3.135)
0

o

Dl w| %,
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gde je B(T) dato izrazom (3.53), pa jednacinu stanja razredjenih realnih
gasova mozemo predstaviti u obliku

PV = NkT (1 — B(T)%) . (3.136)
koji se svodi na van der Waals-ovu jednacinu (3.65) ako velicinu B(T), na
osnovu izraza (3.59) i (3.62), napisemo u vidu B(T) = —b/N +a/kTN?. Iz
formule (3.136) vidimo da u analiziranom slu¢aju malih gustina, drugi ¢lan
s desne strane predstavlja korekciju u odnosu na odgovarajucu jednacinu
stanja idealnog gasa.b

Odredimo jos unutrasnju energiju realnih gasova

3 3 N?
(H) =(T")+ (U) = §Nk‘T + Z(u(m» = §Nk‘T + 7<u(r12)> , (3.137)
(ig)

gde smo srednju kineticku energiju racunali po teoremi o jednakoj raspodeli
energije, a pri racunanju srednje potencijalne energije, iskoristili ¢injenicu
da sumiranje veli¢ine (u(r;;)) po svim moguéim parovima cCestica daje
N(N —1)/2 ~ N?/2 jednakih ¢lanova. Preostalu srednju vrednost (u(r12))
racunamo na nacin slican onom koji smo primenili u izrazima (3.131) i
(3.132). Tako dobijamo

(u(rie)) = % jdfl fu(r) g(r) 4mr? dr = % ju(r) g(r) 4mr? dr, (3.138)
1% 0 0
pa je .
(H) = %Nk:T (1 + 34k7;]\(/ 0 u(r) g(r) r? dr) . (3.139)

Dobijena formula predstavlja kaloricku jednacinu stanja realnih gasova, iz
koje vidimo da drugi ¢lan u zagradi predstavlja korekciju u odnosu na
odgovarajucu jednac¢inu idealnog gasa, kada je u(r) = 0.

U slucaju veéih gustina morali bi da uzmemo u obzir korekcije viseg reda, tako da
u opStem slu¢aju jednac¢inu stanja realnih gasova (3.133), mozemo predstaviti u obliku
koji je poznat kao viralni razvoj jednacine stanja

1+ in(T) <g)k_1} ,

gde se veli¢ine By (T), zovu viralni koeficijenti. Uporedjivanjem sa (3.136) ¢itamo vre-
dnost drugog viralnog koeficijenta Bs = —B(T'), prvi je naravno uvek jednak jedinici.

PV = NET
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Veliki kanonski ansambl

Formalizam kanonskog ansambla odnosi se na sisteme koji sa okolinom
mogu da razmenjuju energiju ali ne i ¢estice. Medjutim, za mnoge fizicke
i hemijske pojave u kojima sistem pored energije razmenjuje i Cestice ovaj
pristup treba prosiriti i moguénoscéu razmene cestica izmedju sistema i oko-
line. Razmotrimo sistem koji se pod navedenim pretpostavkama nalazi u
stanju termodinamicke ravnoteze. Pored konstantne zapremine V', veli¢ine
koje odredjuju makroskopske uslove posmatranog sistema su temperatura
T i hemijski potencijal y rezervoara sa kojim se sistem nalazi u ravnotezi.
Ansambl sistema kojim opisujemo sva moguéa mikrostanja ovakvog sis-
tema zove se veliki kanonski ansambl. Funkcija raspodele velikog kanon-
skog ansambla moze se dobiti polaze¢i od poznate funkcije raspodele za
mikrokanonski ansambl, sledeé¢i izvodjenje slicno onom koje je sprovedeno
u slucaju kanonskog ansambla.

4.1 Gibbs-ova teorema o velikoj kanonskoj raspodeli

Poéi ¢emo od sistema, ¢iji su zapremina V[, broj cestica Ny i energija Ey
konstantni. Za ovaj sistem znamo da se pokorava statistici mikrokanonskog
ansambla. U okviru ovog sistema uoc¢imo mali podsistem S, zapremine V.
Ostatak sistema oznac¢imo sa R, a njegovu zapreminu sa V', tako da vazi

Vo=V +V', (4.1)

pri ¢emu su V i V'’ konstantne veli¢ine. Dozvoliéemo da S i R razmenjuju
energiju i Cestice (Slika 4.1) tako da su u relacijama

Ey=FE+FE, (4.2)
No=N+ N, (4.3)
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Slika 4.1: Veliki sistem podeljen je na mali podsistem S i ostatak R.
Zapremine sistema S i R su nepromenljive veli¢ine, ali sistemi mogu
medjusobno da razmenjuju energiju i cestice. Posto je sistem R mnogo
vedi od sistema S, mozemo ga smatrati toplotnim rezervoarom kao i
rezervoarom Cestica u odnosu na sistem S. Gibbs-ova teorema o velikoj
kanonskoj raspodeli tvrdi da je funkcija raspodele sistema S odredjena
formulom (4.18).

samo su velicine Ey i Ny, koje se odnose na kompozitni sistem konstantne,
dok velicine E i N (koje odgovaraju energiji i broju Cestica u sistemu S),
kao i velicine E' i N’ (koje odgovaraju energiji i broju ¢estica u sistemu R)
mogu da fluktuiraju.

Posto je sistem S mnogo manji od sistema R bice

V<V, E<XE, I< N< N, (4.4)

tako da razmena energije i Cestica izmedju S i R prakti¢no ne menja stanje
sistema R, pa ga mozemo smatrati rezervoarom energije i Cestica. Hamil-
tonijan celog sistema mozemo predstaviti u obliku

HY (B, 7",7") = Hx (5, 7) + Ha (7,7") (4.5)

gde su p'i ¢ impulsi i koordinate sistema S, a p’ i ¢’, impulsi i koordinate
sistema R. Sistem S opisan je hamiltonijanom Hy a sistem R hamiltoni-
janom Hy,. Ovde smo iz istih razloga kao i pri izvodjenju funkcije raspodele
za kanonski sistem zanemarili hamiltonijan koji opisuje interakciju izmedju
cestica koje pripadaju razlic¢itim podsistemima.

Postavlja se pitanje kako definisati funkciju raspodele sistema S, kada
broj ¢estica u njemu nije stalan. Trazena funkcija fy (P, ), pored raspodele
verovatno¢e po mikrostanjima (p,¢) u faznom prostoru N-Cesticnog sis-
tema, mora sadrzati i informaciju o raspodeli verovatnoc¢e po broju cCestica



4.1 Gibbs-ova teorema o velikoj kanonskoj raspodeli 73

N u sistemu, tako da bude ispunjen uslov normiranja

> f NP.q) dIy =1, (4.6)

N=0 Ty

gde smo u sumi vrednost gornje granice Ny, zamenili beskonacnom vre-
dnoséu. Podjimo od funkcije raspodele zbirnog sistema S+R, koji se (jer je
izolovan) pokorava mikrokanonskoj raspodeli

1 '
o oo o o EOSHN+HN/§EO+AE
R 3,¢.5,") = { Alo(No, Eo) (4.7)
0 van ovog intervala .

Da bismo odavde izra¢unali funkciju raspodele malog podsistema, posma-
trajmo jednu fiksnu raspodelu ¢estica izmedju S i R, pri ¢emu se u zapremini
koju zauzima sistem S nalazi N cestica, a N’ ¢estica u zapremini sistema
R. Trazenu funkciju raspodele fy(p,q) sistema S, nalazimo integracijom
funkcije raspodele celog sistema fjs,?]) (p,q,p’,q") po faznom prostoru rezer-
voara

1

= — dr's, , 4.8
)= AT o) - , v 08
0—HN< Hy,, <Eo—HN+AE

(D, q

odnosno
AT'(Ng — N, Ey — Hy)

AT'o(No, Ep) ’

gde smo sa AT''(Ny — N, Ey — Hy) oznaéili faznu zapreminu rezervoara.
Posto se kompozitni sistem i rezervoar nalaze u uslovima mikrokanonskog
ansambla njihove entropije bice

S()(No,Eo) =kln AF()(N(),E()) y (4.10)
S'(Nog — N, Eg — Hy) = kIn AT'(No — N, Eo — Hy) , (4.11)
tako da (4.9) postaje

NG T) = (4.9)

+ [S’(NO—N, EO—HN)—SO(NO,EO)}

ND.q) =€ (4.12)

Imajuéi u vidu da je Hy < Eg i N < Ny, izraz za entropiju rezervoara
mozemo razviti u red po stepenima od Hy i N. Zadrzavajuci se na li-
nearnim ¢lanovima nalazimo

95" (No, Eo) . 05"(No, Eo)

/ _ _ — !/ _
S'(No — N, Ey — Hy) = S"'(No, Ep) aN, O,

7_[N )
(4.13)



74 Veliki kanonski ansambl

a posto se rezervoar nalazi u uslovima mikrokanonskog ansambla vaziée

u’ . _8SI(N0,E0> i . 85’(N0,E0)

L 4.14
T oN, = T 0E, (4.14)

gde su ¢/ 1 T" hemijski potencijal i temperatura rezervoara. Posto se sistemi
S i R nalaze u termodinamickoj ravnotezi bi¢e p = p/ i T = T, pa (4.13)
postaje

1
S'(Ny — N, Eo— Hy) = S'(No, Eo) + %N — My (4.15)

Smenom poslednjeg izraza u (4.12) dobijamo

1lg/ —
% [S (No, Eo) SO(NO,EO)] o~ (Hn—pN)

N, q) =e (4.16)

Prvi ¢lan sa desne strane ne zavisi od koordinata (7, ) i broja ¢estica N
sistema S, pa predstavlja konstantu normiranja

1| ar _
_ [S (No, Eo) So(NoyEO)} , (4.17)

(1] —

odakle sledi konacan izraz za funkciju raspodele velikog kanonskog sistema

BN (Bd)~uN)

In@. ) = (4.18)

—_
—
—

Funkcija fiv(p,q’) predstavlja verovatnoéu da sistem S sadrzi N Cestica i da
one budu u mikrostanju (p, ¢’), kome odgovara energija opisana hamiltoni-
janom Hy (P, 7).

Dobijeni izraz predstavlja matematicki iskaz Gibbs-ove teoreme o ve-
likoj kanonskoj raspodeli, koja tvrdi da ako je mali sistem konstantne za-
premine u kontaktu sa rezervoarom temperature 1" i hemijskog potencijala
1, sa kojim razmenjuje energiju i Cestice, tada je u stanju ravnoteze nje-
gova funkcija raspodele odredjena velikom kanonskom raspodelom u obliku
poslednje formule.

4.2 Velika statisticka suma

Konstanta normiranja =, u funkciji raspodele velikog kanonskog ansam-
bla zove se velika statisticka suma i moze se odrediti iz uslova normiranja
(4.6), odakle u kombinaciji sa izrazom (4.18), sledi

== PN j e PN EBA) qry, | (4.19)
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Primetimo da integral predstavlja statisticku sumu Zy kanonskog ansambla
od N cestica. Ako jos uvedemo veli¢inu

2(T, p) = e = exr | (4.20)

koja se zove fugacitet, izraz za veliku statisticku sumu mozemo napisati u
konciznijem obliku

E(T, V) = Y Zn2N. (4.21)
N=0

Odavde vidimo da je za izracunavanje velike statisticke sume = neophodno
poznavanje statisticke sume Zy. S druge strane, ako je poznata velika
statisticka suma Z, tada statisticku sumu Zy mozemo dobiti kao N-ti ko-
eficijent u razvoju funkcije Z(z) u red po stepenima od z, pa je

~14dV=E
- ON!dNV

U matematickom smislu velika statisticka suma = predstavlja funkciju gen-
eratrisu! statisticke sume Zy.

N (4.22)

4.3 Termodinamika velikog kanonskog ansambla

Prelaz na termodinamiku ostvarujemo na standardan nacin preko en-
tropije definisane izrazom (1.33). Posto u velikom kanonskom ansamblu
broj cestica predstavlja promenljivu veli¢inu, srednju vrednost proizvoljne
velicine Ay definisane za sistem od IV Cestica, treba racunati po formuli

oo

(Av) =" | An v (5,q) Ty, (4.23)

N=0 Ty
odakle sledi izraz za entropiju
o0
S=-k> | W) Infv(Fq) dly (4.24)
N=0 Ty
U konkretnom slucaju imamo

o0 —B(HN (F.3)—1N)
S=—kY [fvln (e - > dly (4.25)

N=0 Ty

!Za neku funkciju F(z), kazemo da predstavlja funkciju generatrisu niza {ax}, ako
su koeficijenti u razvoju te funkcije u red po stepenima od z upravo ¢lanovi niza {an},
odnosno F(z) =3 %_,anz™.
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odnosno

S = k8> [Hwfvdln—kBuY [ Nfydly

N=0 I'n N=0 Ty
+kIE Y [ fy dly . (4.26)
N=0 Iy

Prva dva ¢lana mozemo povezati sa srednjim vrednostima

U= (Hn)= ) IHNfN dl'y , (N =) JNfN dly, (4.27)

N=0 Ty N=0 Ty

dok je u zadnjem ¢lanu zbog uslova normiranja > N_, fFN fndl'y =1, pa
(4.26) mozemo napisati u obliku

_ U pdV) =
§=r - =5t +khE, (4.28)

odnosno
—kTInZ=U—-TS — u(N) =F — u(N) . (4.29)

Iz termodinamike znamo da je wveliki termodinamicki potencijal definisan
kao Legendre-ova transformacija slobodne energije po broju cCestica 2 =
F — u(N), tako da mozemo zakljuéiti

Q=—kTlnE. (4.30)
Znajudi diferencijalnu formu za veliki termodinamicki potencijal
dUT,V,u) = —=8SdT — PdV — (N)dpu, (4.31)

lako nalazimo termodinamicke veli¢ine

Kao dopunu dobijenih relacija navedimo i Kramers-ovu relaciju iz termod-
inamike

Q=-PV, (4.33)

koja moze biti od pomoci u nekim praktiénim primenama.

U Tabeli 4.1 dat je sumarni prikaz formula formalizma velikog kanon-
skog ansambla i redosled njihove primene pri resavanju konkretnih prob-
lema. Kao primer uzmimo ve¢ razmatrani klasican idealni gas. Prvo je
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Makroskopski uslovi:

fiksirana zapremina V', sistem razmenjuje energiju i Cestice
sa rezervoarom temperature 7' i hemijskog potencijala u

Funkcija raspodele:

e NG —uN)
(B, q) = =

Velika statisticka suma:

o0 -
(T, V,u) = > ePnlV [ e PRNBD) qTy
N=0 Iy

Veza sa termodinamikom:

AT, V,pu) =—kTln=

90 90 99
S=—(%-) ., P=—(5] . W=-(%
R () R (O

Tabela 4.1: Rekapitulacija formula koje se koriste u reSavanju problema
primenom formalizma velikog kanonskog ansambla, na osnovu poznate
Hamilton-ove funkcije Hn (P, 7).

potrebno na osnovu formule (4.21) naéi veliku statisticku sumu Z, za §to je
potrebno znati statisticku sumu Zy, koja je u slucaju idealnog gasa data
formulom (3.28), tako da je

_ > 1 v\ v &1 vetn\Y
:(T,V7u)zzm<)\—3) : :Zm( < ) Ve
N=0 T N=0 T

odakle, na osnovu izraza za razvoj u red eksponencijalne funkcije e* =
SN mal, sledi

Vet ) (4.35)

(T, V,p) = exp< 33
T

Odavde, na osnovu formule (4.30) dobijamo izraz za veliki termodinamicki

potencijal u obliku
VePr

A3
T

Da bismo odredili jedna¢inu stanja, potrebno je da na osnovu poslednje dve
formule u izrazu (4.32) odredimo pritisak i srednji broj ¢estica u sistemu

Q= —kT (4.36)

B Bu
P=kTS-, (N)= Ve
AT

(4.37)
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odakle eliminacijom hemijskog potencijala dobijamo jednac¢inu stanja u pre-
poznatljivom obliku

PV = (N)KT'. (4.38)

Najzad, entropiju sistema nalazimo na osnovu prve od formula (4.32). Posle
pazljivog diferenciranja dobijamo

S— 2<N>k + (N)kIn (%%) | (4.39)

Primetimo da se dobijena jednacina stanja poklapa sa jednac¢inom (2.90),
a da se izraz za entropiju sistema, poklapa sa izrazom (2.89) koji su dobi-
jeni primenom formalizma mikrokanonskog ansambla, s tom razlikom §to
umesto broja cestica N (koji je u mikrokanonskom ansamblu bio kon-
stantan) u izrazima dobijenim primenom formalizma velikog kanonskog
ansambla figurise srednji broj cestica (N). U termodinamickom smislu ta
dva rezultata su identi¢na, jer termodinamika uspostavlja odnose izmedju
odgovrajucih srednjih vrednosti mikrofizickih velicina. Mozemo dakle da
zaklju¢imo da termodinamika sistema ne zavisi od toga koji ¢emo formal-
izam (mikrokanonski, kanonski ili veliki kanonski) primeniti u analizi datog
fizickog sistema. Izbor formalizma vrsimo na osnovu toga, koji je ansambl u
konkretnom slucaju pogodnije primeniti. Dobijene termodinamicke formule
zavise isklju¢ivo od prirode sistema (definisane njegovim hamiltonijanom)
a ne od toga koji smo formalizam primenili, pa iz tih razloga kazemo da su
svi ansambli u termodinamickom smislu ekvivalentni.

4.4 Fluktuacije broja cestica

U velikom kanonskom ansamblu broj Cestica u sistemu nije stalan, i u
principu moze uzeti bilo koju vrednost od nule do beskona¢nosti. Termodi-
namicko stanje sistema odredjeno je srednjom vrednoséu (IV), a fluktuiranje
broja cestica oko srednje vrednosti opisujemo disperzijom

D(N) = (N?) — (N)?. (4.40)

U cilju njenog nalazenja podjimo od srednje vrednosti

oo

(N) =" | Nfy diw = i NN [ =M dny (4.41)
N=0 I'y N=0 I'n

(11| —
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i diferencirajmo je po hemijskom potencijalu p. Imajuéi u vidu da je
=E(T,V, ) dobijamo

IN) 1 « 1 0E
% == 3 BNz f e ATy — 5 5 > NN f e~ PN qTy,.
K ~ N=0 I'n N=0 Iy

Diferenciranjem izraza (4.19) po hemijskom potencijalu p nalazimo

0= >

=8 NN [ ey drny (4.43)

" N=0 Ty

pa (4.42) mozemo predstaviti u vidu

o0 o0 2

N2efuN I e PHN dTy NePrN I e PHN dTy
O(N) _ﬂN:O 3 N=0 Iy
o

(11} 2

[1]

(4.44)
U prvom élanu prepoznajemo srednju vrednost (N2), a u drugom (N)2,

tako da je
O(N)

o = o) - an?). (4.45)

Odavde nalazimo relativnu srednju kvadratnu fluktuaciju o obliku

(N?) = ()2 _ kT (a<N>>
(N)? (N)? op TV 7

(4.46)

gde smo naglasili da se parcijalno diferenciranje po hemijskom potencijalu
1, vrsi pri konstantnim parametrima 7" i V. Dalje, ako uvedemo veli¢inu
v = V/(N) koja predstavlja zapreminu po ¢estici, desnu stranu mozemo
transformisati na sledec¢i nacin

50, - FREL5E)
), (8, - F G e

gde smo u zadnjem koraku iskoristili ¢injenicu da iz Gibbs-Duhem-ove ter-
modinamicke relacije

dp = vdP — sdT, (4.48)
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gde su v i s zapremina i entropija po Cestici, sledi

() -t st

Najzad, ako primetimo da izraz u srednjoj zagradi relacije (4.47) predstavlja
izotermsku kompresibilnost

1 /0v
Kr == (6_P)T , (4.50)

formulu (4.46), za relativnu srednju kvadratnu fluktuaciju broja Cestica,
mozemo da predstavimo u kona¢nom obliku
2 2
N7) — (V) _ KT K. (4.51)
(N)? |4
Iz ove formule vidimo da je imenilac na desnoj strani proporcionalan broju
cestica IV, dok brojilac ne zavisi od N (jer sadrzi samo intenzivne veli¢ine)
tako da se ceo izraz ponasa kao % Odavde zakljucujemo da su relativne
fluktuacije broja cestica, u termodinamickom limesu N — oo, prakti¢no
zanemarljive. Medjutim postoje situacije kada kompresibilnost K7 diver-
gira. To se deSava u kriti¢noj tacki sistema tecnost-gas, kada je K+ ~ N, pa
relativne fluktuacije broja Cestica postaju znacajne. To znac¢i da u veoma
malom delu sistema, na skalama reda veli¢ine molekula, dolazi do veoma
intenzivne razmene Cestica sa ostatkom sistema. Drugim recima, u jed-
nom trenutku u pojedinim prostornim delovima sistema dolazi do naglog
zgusnjavanja i formiranja klastera cestica, dok u slede¢em trenutku u is-
tom delu prostora, dolazi do naglog rasturanja klastera, a samim tim i do
razredjenja. Na taj nacin se na mikro nivou javljaju nehomogenosti gus-
tine, uzrokovane intenzivnom razmenom cestica. Ukoliko posmatrani sis-
tem tecnost-gas koji se nalazi na kriticnoj temperaturi 7, ozra¢imo snopom
koherentne svetlosti talasne duzine A tada ¢e na nehomogenostima, koje
se javljaju na skalama uporedivim sa talasnom duzinom A, do¢i do inten-
zivnog rasejanja svetlosti. Ova pojava je u fizici kriticnih fenomena poz-
nata pod nazivom kriticna opalescencija. Ako smanjimo temperaturu ispod
kritiéne vrednosti T, i sistem prevedemo u tec¢nu fazu, kriticna opalescen-
cija nestaje. U ovom slucaju sistem je transparentan, jer sada na skalama
reda veli¢ine talasne duzine svetlosti nema nehomogenosti uzrokovanih fluk-
tuacijama ¢estica (u te¢noj fazi kompresibilnost K7 je kona¢na). Drugim
recima, posto je na skalama reda veli¢ine molekula sistem sada homogen, ne
postoje tacke na kojima bi doslo do rasejanja, tako da svetlost nesmetano
prolazi kroz sistem, slede¢i pravac upadnog snopa.
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4.5 Fluktuacije energije

Za razliku od kanonskog ansambla kod koga je broj cestica u sistemu
stalan, veliki kanonski ansambl pored energije razmenjuje i Cestice, tako
da mozemo ocekivati da usled ovog dodatnog efekta, izraz za disperziju
energije (3.75), koji smo dobili kod kanonskog ansambla bude korigovan
jos jednim dodatnim ¢lanom, koji opisuje proces razmene Cestica izmedju
sistema i okoline. U cilju nalaZzenja izraza za disperziju energije kod ve-
likog kanonskog ansambla, sledi¢cemo postupak izvodjenja sproveden kod
kanonskog ansambla. U tom cilju podjimo od izraza za unutrasnju energiju
velikog kanonskog ansambla

U= Z [ Hwfy dly = 2 Z N[ Hye M dry (4.52)

N=0 Ty ~ N=0 I'n

iz koga sledi formula

1 /02 Oln=
U=_—[2= - _ Q .
= (313>Z’V ( op )Z7 ( ﬂﬁ ) ’ (4.53)

koja moze biti od koristi pri odredjivanju kaloricke jednacine stanja sistema.
U prvom koraku diferencira¢emo izraz (4.52) po parametru 3, smatrajuéi
fugacitet z i zapreminu V' konstantnim velicinama

ou _
(5)., = 22 [

:1 (8“> NfHNe BHN ATy,  (4.54)
= 2,V N=0

aop
a kako je
<g_:) =—> 2N f Hye PV dTy | (4.55)
p zV N=0 Ty
imamo
) 2
2N [ HR e PV dTy S 2N [ Hye P dly
(8_U> _ N=0 Ty N N=0 Ty
B ), v = = ’

(4.56)
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odnosno

oUu
(—) = —(H3) + (Hn)?. (4.57)
86 z,V

Ako sa parcijalnog diferenciranja po parametru (3, predjemo na parcijalno
diferenciranje po temperaturi? dobijamo

ou

(HX) — (Hn)? = kT? (8_T> . (4.58)

Posto se parcijalno diferenciranje unutrasnje energije po temperaturi vrsi
pri konstantnom fugacitetu z, a imajuéi u vidu da je ova veli¢ina funkcija
temperature i srednjeg broja ¢estica® z = (T, (N)) posmatrani parcijalni
izvod mozemo transformisati na sledeéi na¢in?

<g_g>v ) @_g)ww ! (%)T,V <%)V o (9)

Uocimo da prvi ¢lan s desne strane predstavlja toplotni kapacitet Cy,, tako
da izraz (4.58) mozemo da napiSsemo u slede¢oj formi

oU A(N)
HY) — (Hn)? = kT?Cy + kT? <—) (—) : 4.60
(743) ~ (M) o), (or) )
2Uz pomo¢ identiteta: % = g%a% = —kTQ(%‘

3Na osnovu definicije za fugacitet z = e*/*” imamo da je z = 2(T,u). Posto iz
treée od relacija (4.32) hemijski potencijal p mozemo izraziti kao funkciju temperature
T, srednjeg broja ¢estica (N), i zapremine V (koja u ovom slucaju igra ulogu parametra,
jer je pri diferenciranju smatramo konstantnom veli¢inom), mozemo z svesti na zavisnost
od T'i (N).

4Ovde smo koristili prvu od sledeée dve formule, koje tvrde da za neku funkciju
f(x,w), kod koje je w(z,y), vazi

(5, = (50),+ (50). (&), (50).= (&), (&),

Navedene formule mozemo izvesti ako podjemo od izraza za totalne diferencijale

_(of of _ (% oy
= (o0), e (@)oo= (@) oo () o

funkcija f(z,y) = f (z,w(z,y)) i y = y(z,w), respektivno. Kombinacijom ova dva izraza

dobijamo
_|(9f of 9y of oy
=), (5).G) o [(5), () Jow

odakle direktno slede trazene formule.
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Ostaje nam jos da poslednji ¢lan prikazemo u pogodnijem obliku. Podjimo
od izraza (4.41) za srednji broj Cestica u velikom kanonskom ansamblu, i
diferencirajmo ga parcijalno po /3, smatrajuéi fugacitet z = e®* i zapreminu
V konstantnim veli¢cinama

O(N) 1 =\ BuN 8K
7 = - NePH N dTI
(66 )z,v 2 3 e e any

N=0 T

1 (0= >
= (—) Z NePri f e PV dly . (4.61)
=4\ 0P 2,V N=0 I'n

Faktor ispred sume, u drugom ¢lanu, mozemo na osnovu relacije (4.53)
povezati sa unutrasnjom energijom

BRYCE B
=2 \ 03 Z’V_

a sume po brojevima ¢estica mozemo transformisati povezujuéi ih sa par-

, (4.62)

m| <

cijalnim izvodima po hemijskom potencijalu pu. Na taj nacin dobijamo

I(N) 1 |0 [~ gun _BHy
7 = —— | — dr’
( e )Z,v 5= |on Nz_:oe Fj Hne N
L = N T,V
U |0 [
—_ | = BuN —BH,
VN2 feman) | e
L N=0 I'n TV
odnosno
O(N) 1 ]0 _ U (0=
(5., - =), =)
B ).y = Lo T,V = KTy
1 /oU
=—— (—) . (4.64)
B\ ou TV
Parcijalne izvode sa obe strane jednakosti mozemo transformisati na osnovu
relacija
O(N) 2 ((O(N)
—_— = —kT" | —— 4.65
< 8ﬁ >z,V or ZV, ( )

)

()G (), o
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odakle sledi

()4, (8,

Zamenom dobijene formule u (4.60) dobijamo

()] (), o

§to u kombinaciji sa (4.45) kona¢no daje formulu za disperziju energije u
velikom kanonskom ansamblu

(HZ) — (Hn)? = ET?*Cy + kT

<%)T’Vr b, (460

Uporedjujuéi ovu formulu, sa formulom (3.75) za disperziju energije u
kanonskom ansamblu, vidimo da je disperzija energije u velikom kanonskom
ansamblu jednaka disperziji energije u kanonskom ansamblu uveé¢anom za
jos jedan ¢lan koji opisuje fluktuaciju éestica. Ukoliko izraz (4.69) pode-
limo sa (Hy)?, a disperziju broja Gestica, na osnovu formule (4.51) izraz-
imo preko izotermske kompresibilnosti K7, dobi¢emo relativnu srednju
kvadratnu fluktuaciju energije u obliku

2 2
<3_U) AN)” KT (4.70)
HN) )| (Hy)?V
Odavde zakljuc¢ujemo da kada se sistem nalazi na temperaturama razlicitim
od kriticne T' # T, u termodinamickom limesu oba ¢lana na desnoj strani se
ponasaju kao %, pa su fluktuacije energije prakti¢no zanemarljive u odnosu
na ukupnu energiju sistema. U slucaju kada je T' = T, prvi ¢lan s desne

strane i dalje se ponasa kao %, dok drugi ¢lan postize kona¢nu vrednost,
pa fluktuacije energije na kriticnoj temperaturi postaju znacajne.

D(Hy) = kT?Cy +

D(Hy) _ kT2Cy
(Hn)? (Ha)?
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Formulacija kvantnih statistika

5.1 Granice vazenja klasi¢ne statistiCke mehanike

U dosadasnjim razmatranjima statistickih ansambala sistema, nismo
uzimali u obzir ¢injenicu da cestice sistema pored cesticnih poseduju i ta-
lasna svojstva. Postavlja se pitanje kako talasne osobine ¢estica uticu na
termodinamicko ponasanje sistema. U talasnoj slici ¢estice predstavljamo
u vidu talasnih paketa talasne duzine A, koja je na osnovu de Broglie-ve
relacije povezana sa impulsom p na sledec¢i nacin

A . (5.1)
U sistemu cestica kod koga je talasna duzina cestica mnogo manja od sred-
njeg rastojanja izmedju cestica, preklapanje izmedju talasnih paketa ra-
zlicitih cestica je veoma slabo, tako da talasna svojstva cestica ne dolaze
do izrazaja. S druge strane, sa pove¢anjem talasne duzine ($to na osnovu
de Broglie-ve relacije odgovara smanjenju impulsa) dolazi do rasplinjavanja
talasnih paketa, pa u momentu kada talasna duzina postane uporediva sa
srednjim rastojanjem izmedju Cestica dolazi do preklapanja (interferencije)
izmedju talasnih paketa razlic¢itih cestica, pa kvantni efekti moraju biti
uzeti u obzir.

Razmotrimo sada uticaj temperature na ponaSanje sistema. Videli smo
da u slucaju idealnog gasa Cestica, svakoj Cestici pripada energija %kT, koja
je jednaka srednjoj kinetickoj energiji cestice

P2

3
— = —kT. 5.2
2m 2 (5-2)

Kombinacijom ovog izraza i de Broglie-ve relacije dobijamo izraz za talasnu
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Klasi¢na oblast

S
S
2
S
>

Kvantna oblast

0 n

Slika 5.1: Kriva Ay ~ n~'/2 deli T — n ravan na klasi¢nu oblast (iznad
krive) za koju je ispunjen uslov (5.5) i kvantnu oblast (ispod krive) za
koju navedeni uslov nije ispunjen.

duzinu mikrocestice u funkciji temperature

h2
A= (5.3)

Primetimo da je ovako dobijeni izraz za talasnu duzinu cestice istog reda

ewse o 2
velicine kao termalna talasna duzina Ay = \/%le. Ako sa n = %

oznac¢imo koncentraciju cestica, tada srednje rastojanje izmedju cCestica

iznosi n=1/3, pa uslov primenljivosti klasicnog opisa mozemo izraziti rela-
cijom
A < n 13 (5.4)
odnosno )
T> n?/3 5.5
2mmk (5:5)

odakle vidimo da na dovoljno visokim temperaturama sistem mozemo opi-
sati klasicno. Ukoliko se temperatura smanjuje tada na nekoj tempera-
turi Ty, za koju je Ap(Tp) ~ n~1/3 dolazi do interferencije talasa razlicitih
Cestica, pa kvantni efekti postaju znacajni, tako da sa klasi¢cnog moramo
preéi na kvantnomehanicki opis (Slika 5.1). U ovoj gruboj analizi mozemo
primetiti da temperatura Ty, ispod koje sistem moramo opisivati meto-
dama kvantne mehanike zavisi od karakteristika fizickog sistema koji razma-
tramo (prvenstveno od koncentracije i mase ¢estica). Tako na primer, gas
molekula vodonika Hs, ¢ija koncentracija Cestica pod normalnim uslovima
iznosi n ~ 2 -10%°m~3, ponasa se klasi¢no veé na temperaturi od 0,05 K.
U drugom slucaju, mnogo laksi sistem elektrona u metalu, ¢ije su koncen-
tracije reda veli¢ine n ~ 10?*m™3, ponasa se klasi¢no tek na jako visokim
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temperaturama (desetak hiljada Kelvina), $to znac¢i da na sobnim temper-
aturama ovaj sistem moramo tretirati kvantno.

5.2 Formalizam kvantne mehanike

Da bismo presli sa klasicnog na kvantni opis statistickih sistema da¢emo
kratku rekapitulaciju osnovnih pojmova kvantne mehanike koji ¢e nam biti
neophodni za dalje izlaganje.

5.2.1 Prostor stanja

U kvantnoj mehanici stanje proizvoljnog N cesticnog fizickog sistema,
opisujemo vektorom |¥) jedini¢ne norme (V|¥) = 1 u Hilbert-ovom pros-
toru.! Stanje fizickog sistema kome mozemo pridruziti vektor stanja zovemo
cisto stanje i ono odgovara maksimalnom poznavanju kvantnog sistema
(u klasi¢noj mehanici maksimalno poznavanje stanja sistema opisivali smo
tackom u faznom prostoru). Pored ¢istih, postoje i stanja kojima usled
nedovoljnog poznavanja nije moguce pripisati tacno odredjeni vektor iz
Hilbert-ovog prostora, ve¢ govorimo o verovatnoéi da sistem bude opisan
odgovaraju¢im vektorom stanja. Ova stanja zovemo mesana stanja i up-
ravo ona predstavljaju predmet interesovanja kvantne statisticke fizike, i
njima ¢emo se detaljnije pozabaviti u slede¢em odeljku.

5.2.2 Opservable

U prostoru stanja, svakoj fizickoj veli¢ini A koja se moZe meriti (zovemo
ih opservable) pridruzujemo hermitski operator A, pri ¢emu se funkcionalna
zavisnost klasi¢nih fizickih veli¢ina u kvantnu mehaniku prenosi na funkcio-
nalnu zavisnost pridruzenih operatora. Na primer, zavisnost Hamilton-ove
funkcije, od impulsa i koordinata prelazi u operatorsku zavisnost

H(piaa Qia) B ﬂ(ﬁiaa Cjia) ) (56>

pri cemu operatori kanonskih promenljivih zadovoljavaju osnovne komuta-
cione relacije?

[Gias Djp) = 1h6ij6ap , (5.7)

'Koristi¢emo Dirac-ovu notaciju, gde je |¥) oznaka za KET vektor, a (¥| oznaka za
BRA vektor (BRA i KET su medjusobno adjungovani vektori, tj. (¥| = |¥)"). Skalarni
proizvod izmedju vektora [¢) i |¢) u ovoj notaciji ima jako jednostavnu formu ()|¢).

2Komutator dva operatora definisan je relacijom [A, B] = AB — BA .
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[Gias 4] = 0, (5.8)
gde je 0,3 Kronecker-ov simbol (koji je jednak jedinici ako je o = 3, a nula
za « # 3). Hermitski operator A, ima taéno odredjen spektar diskretnih re-
alnih svojstvenih vrednosti a,, koje predstavljaju moguci rezultat merenja

opservable A. Ovaj skup vrednosti nalazimo resavanjem svojstvenog prob-
lema, operatora A u Hilbert-ovom prostoru

AlU,) = a,|,) | (5.10)

gde su a,, svojstvene vrednosti, a |¥,,) svojstveni vektori opservable A koji
obrazuju ortonormirani bazis.?

Svakoj svojstvenoj vrednosti a,, pridruzujemo svojstveni projektor B, =
| W, ) (¥, |, koji daje razlaganje jedinice

IA:ZPA :Z|\Pn><\1}n|7 (5'11)
n n
na osnovu ¢ega mozemo operator A prikazati u spektralnoj formi
A= "anPy =) an|Up) (T, (5.12)
n n
za §to je potrebno znati reSenje svojstvenog problema (5.10).

5.2.3 Reprezentacije

Da bismo vektore stanja i opservable, koje smo definisali u apstraktnom
Hilbert-ovom prostoru, preveli na jezik brojeva, potrebno je da ovaj prostor
definiSemo u odnosu na neki “koordinatni sistem”, odnosno potrebno je da

3Radi jednostavnosti uzeéemo da su svi svojstveni potprostori jednodimenzioni, tj.
da je spektar svojstvenih vrednosti a, opservable A prost. Za takvu opservablu kazemo
da je kompletna, jer je njen svojstveni bazis jednoznacno odredjen.

U slucaju kada u spektru svojstvenih vrednosti opservable A jednoj svojstvenoj vred-
nosti odgovara viSe svojstvenih vektora koji obrazuju svojstveni potprostor, tada za tu
opservablu kazemo da je nekompletna, a za datu svojstvenu vrednost da je degenerisana.
Dimenzija pripadajuceg potprostora oznacava stepen degeneracije. Nekompletnu opserv-
ablu A mozemo uvek dopuniti (kompletirati) nekom dodatnom kompatibilnom opserv-
ablom, ili skupom kompatibilnih opservabli (to su opservable koje komutiraju sa A) tako
da su svi njihovi zajednicki svojstveni potprostori jednodimenzioni. Na taj nacin je opet
moguce jednoznacno definisati svojstveni bazis, ¢ime se otklanja degeneracija uzrokovana
nekompletnoséu opservable A.
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izaberemo bazis i sve veli¢ine iskazemo (reprezentujemo) u odnosu na taj
bazis.

Najcesce koriSéena reprezentacija je koordinatna, kada za bazis repreze-
ntacije uzmemo svojstvene vektore operatora koordinate. Radi jednos-
tavnosti ogranic¢i¢cemo se na slucaj jednodimenzione cestice, kada za bazis
uzimamo svojstvene vektore |x) operatora koordinate

T|x) = zlz) | (5.13)

pri cemu svojstvene vrednosti x pripadaju neprekidnom skupu koji obuh-
vata celu koordinatnu osu. Svojstveni vektori |z) su ortogonalni, ali nemaju
kona¢nu normu, jer za njih vazi

(z|z') = 6(z —2'), (5.14)

gde je §(x — 2’) Dirac-ova funkcija, i kao takvi ne pripadaju Hilbert-ovom
prostoru, veé tzv. prosirenom Hilbert-ovom prostoru. Posto je bazis |z)
kontinualan, razvoj proizvoljnog vektora |¥) po ovom bazisu predstavljamo

u vidu integrala
o0

W) = [ U)o} de. (5.15)

—00

Koeficijenti u ovom razvoju ¥(z) = (x|¥), koji predstavljaju vektor stanja
u koordinatnoj reprezentaciji, nazivaju se talasnom funkcijom cestice. Po-
Sto vektor stanja mora biti normiran

oo
(ww) = [ |[W(z)Pde =1, (5.16)

—00
vidimo da kvadrat talasne funkcije |¥(z)|? predstavlja gustinu verovatnoée
nalazenja cestice u delu prostora izmedju tacaka x i = + dx i jedino ova
velicina ima fizicki smisao, dok sama talasna funkcija, odnosno vektor
stanja nema. U tom smislu dva vektora koja se razlikuju za fazni faktor
(vektori |W¥) i ?|¥)) daju istu gustinu verovatnoée pa samim tim pred-
stavljaju isto kvantno stanje sistema. Operatori koordinate i impulsa, u

koordinatnoj reprezentaciji, na talasne funkcije deluju na slede¢i nacin

dV(z)
dr ~’

P 2U(x),  pa|¥) — —ih (5.17)

odnosno operator koordinate deluje kao multiplikativni operator, a operator
impulsa kao diferencijalni.
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Posto hamiltonijan sistema igra bitnu ulogu u kvantnoj mehanici, drugi
znaCajan slucaj predstavlja reprezentacija u bazisu svojstvenih vektora
hamiltonijana H. Tada govorimo o energetskoj reprezentaciji. Ako su E,
svojstvene vrednosti, a |n) (ovde n oznacava skup kvantnih brojeva koji
definisu vektor |n) i mozemo ih uslovno numerisati brojevima n = 1,2,...)
svojstveni vektori Hamilton-ovog operatora

H|n) = Ep|n), (5.18)
koji obrazuju ortonormirani bazis
(n|n'y = dppr (5.19)

tada vektor |¥), u ovom bazisu, mozemo napisati u vidu sume
= caln). (5.20)
n

Koeficijenti u ovom razvoju ¢, = (n|¥) (za koje zbog uslova normiranja
vazi ), |cn|2 = 1) reprezentuju vektor stanja u bazisu svojstvenih vektora
operatora H i mogu se predstaviti u obliku matrice kolone. Opservabla A
u energetskoj reprezentaciji postaje kvadratna matrica sa elementima

App = (n|An') (5.21)

pa se kvantna mehanika u ovoj reprezentaciji zove matri¢na mehanika.

5.2.4 Verovatnodée rezultata merenja

Verovatno¢u v,, da se pri merenju opservable A stanju |¥) dobije
rezultat a,, racunamo po formuli

Un(amAv V) = <\I/‘Pn|‘ll> = ‘<an‘\1j>‘2 . (5.22)

Srednju vrednost opservable A u stanju |¥) nalazimo po definiciji

= vnan =Y (V|| W)ay = (U] anBy|T) (5.23)

n

odakle, s obzirom na (5.12), sledi

(A) = (U] A|D) . (5.24)
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Izraze za verovatnocu i srednju vrednost mozemo, koristeci definiciju traga,

predstaviti u ekvivalentnoj formi*
n(an, A, [0)) = Tr (yq/><\1/\ﬁn) : (5.25)
(A) = Tv (yxy><\p|21) : (5.26)

koja je pogodna za teorijska razmatranja, za razliku od izraza (5.22) i (5.24)
koji se cesce koriste u prakti¢nim izracunavanjima.

5.2.5 Promena stanja sa vremenom

Promena stanja sa vremenom |¥(t)) opisuje se Schrodinger-ovom jedna-
¢inom

(1)) = A0 () (5.27)

gde je ﬂ(t) Hamilton-ov operator, koji u opstem slu¢aju moze da zavisi od
vremena. U tom smislu gornji izraz predstavlja Schrodinger-ovu jednacinu
za proizvoljan kvantni sistem. U slucaju kada je sistem konzervativan, tj.
kada Hamilton-ov operator ne zavisi eksplicitno od vremena, reSenja gornje
jednacine mozemo napisati u obliku

U, (1)) = e w0 En |, ) (5.28)

gde su |¥,,) svojstveni vektori, a E, svojstvene vrednosti vremenski neza-
visne Schrodinger-ove jednacine

7:(|‘Ijn> = En|\I’n> . (5.29)

Stanja oblika (5.28) koja predstavljaju resenja Schrodinger-ove jednacine za
konzervativan sistem zovemo stacionarna stanja, koja ujedno predstavljaju
svojstvena stanja hamiltonijana. OpSte resenje dobijamo kao superpoziciju
stacionarnih stanja

[T(1) = Y cne HTOE ). (5.30)

4Trag operatora A predstavlja skalarnu veli¢inu koju rac¢unamo po formuli TrA =
Zk(4pk|/i|gpk), gde je |pr) proizvoljan ortonormirani bazis (pk|pe) = dke. PoSto trag ne
zavisi od izbora bazisa, mozemo za prvi element bazisa uzeti |p1) = |¥), pa za proizvoljan
operator A vazi

Te(|W)(W[A) =D (orl U)(U|Alpr) = D ea(P|Alpr) = (T[A]D),

k

5to je identicno sa formulom (5.26). Ako stavimo A = P, dobijamo formulu (5.25).
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Navedeni zakoni kretanja opisuju evoluciju kvantnog sistema kroz vremen-
sku promenu vektora stanja, dok opservable uglavnom ne zavise od vremena
(mada neke opservable, kao na primer hamiltonijan nekonzervativnog sis-
tema, mogu i da zavise od vremena). Ovakav prikaz dinamike kvantnih
sistema odgovara tzv. Schrodinger-ovoj slici zakona kretanja. Postoji i
Heisenberg-ova slika, u kojoj se vektori stanja ne menjaju sa vremenom, a
sva dinamika sistema se iskazuje kroz vremensku evoluciju opservabli.

5.2.6 Identi¢éne Cestice

Ukoliko je sistem sacinjen od kvantnih cestica iste vrste govorimo o
sistemu identic¢nih cestica. Osobina identi¢nosti podrazumeva da cestice
ne poseduju ni jednu unutrasnju osobinu po kojoj ih mozemo razlikovati.
Sve elementarne Cestice koje pripadaju istoj vrsti imaju istu masu, naelek-
trisanje i spin, pa ih je na osnovu ovih osobina nemoguce razlikovati. Posto
su slozene Cestice (atomi i molekuli) sastavljene od elementarnih Cestica,
ako uzmemo na pravi nacin osobinu identicnosti elementarnih cestica, tada
smo uzeli u obzir i osobinu identi¢nosti slozenih Cestica.

Oznacimo sa |¥(1,2,...,N)) vektor stanja N cCesticnog sistema. Uko-
liko se radi o sistemu identi¢nih cestica tada svih N cCestica u ovom stanju
igra istu ulogu, pa bilo kakava permutacija Cestica ne sme da utice na
rezultat merenja bilo koje opservable, odnosno vektor stanja prilikom pe-
rmutacije Cestica ne sme da promeni svoj pravac (jedina moguénost je pro-
mena znaka). To znac¢i da vektor stanja poseduje neku vrstu simetrije u
odnosu na permutacije cestica. Imajuci u vidu da se proizvoljna permuta-
cija izmedju Cestica moze ostvariti nizom uzastopnih permutacija izmedju
parova Cestica, defini§imo operator sz: permutacije para Cestica (zove se
i operator transpozicije) koji, u vektoru stanja koji opisuje sistem od N
Cestica, menja mesta dvema Cesticama

Pipl®(1,... iy ko N))Y = [®(1, .. Ky d, ., N)) . (5.31)

Za neki vektor kazemo da je simetrican ako permutacija bilo koje dve cestice
ne menja vektor stanja

PO, iy ko N = [U(1, i,k N)), (5.32)

a antisimetrican ako permutacija bilo koje dve cCestice menja samo znak
vektora stanja

PO, . iye ko N)Y = —|O(1,. iy Ky N)Y . (5.33)
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S obzirom na vrstu simetrije sve cestice mozemo da podelimo u dve
velike grupe: bozone i fermione. Osobina po kojoj vrsimo ovu podelu je
njihov spin ili unutrasnji moment impulsa cestice. Poznato je da svaka
elementarna Cestica ima kvantovan moment spina. Ako sa

S = 5,8, + Sy&, + S.&. (5.34)

oznacimo vektorski operator spina, ¢ije komponente zadovoljavaju komuta-
cione relacije

~

180, S,] =ihS.,  [Sy, 8] =ihSy,  [S.,S.] = ihS,, (5.35)
tada u spinskom delu prostora stanja® vazi

S?|s,ms) = s(s+1)h%|s,ms), (5.36)
S.|s,ms) = mgshls,ms), (5.37)

gde su |s, ms) zajednicki svojstveni vektori operatora 52 = S’% + 5’5 + 5'3 i

S, za koje se na osnovu relacija (5.35) lako moze pokazati da komutiraju
[52,5.]=0. (5.38)

U izrazima za svojstvene vektore |s, ms), oznaka s predstavlja spinski kva-
ntni broj koji moze uzimati vrednosti iz skupa s = 07%,1,%,... (tj. s
moze uzeti celobrojne ili polucelobrojne vrednosti), a ms; magnetni spinski
kvantni broj, koji uzima 2s 4+ 1 vrednost: my; = —s,—s+1,...,5s — 1,s.
Cestice sa celobrojnim vrednostima spinskog kvantnog broja s = 0,1,2, . ..
zovemo bozonima (na primer foton ima spin s = 1) a Cestice sa polucelobro-
jnim vrednostima s = %, %, %, ... zovemo fermionima (na primer, elektroni,
protoni, neutroni, ¢iji je spin s = %) Ako vige fermiona obrazuje slozenu
Cesticu, tada je ona fermion ako je sastavljena od neparnog broja fermiona
(®He, na primer) a bozon ako je sastavljena od parnog broja fermiona (*He).

U relativistickoj kvantnoj teoriji pokazuje se da vektori stanja kojima
opisujemo sistem identi¢nih bozona moraju biti simetri¢ni, a vektori kojima
opisujemo sistem identicnih fermiona antisimetri¢ni. Prema tome, pros-
tor stanja sistema identi¢nih bozona je prostor svih simetricnih vektora, a
prostor stanja sistema identicnih fermiona je prostor svih antisimetri¢nih

vektora u Hilbert-ovom prostoru.

SUkupan prostor stanja kvantne Eestice predstavlja direktan proizvod orbitalnog i
spinskog potprostora. U orbitalnom delu deluju opservable koje su funkcije operatora
koordinate i impulsa, a u spinskom delu deluje operator spina.
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5.3 Mesana stanja

Kvantna statisticka mehanika ima zadatak da teorijski opise makroskop-
sko ponasSanje sistema sastavljenog od velikog broja kvantnih mikroob-
jekata. U njenoj izgradnji posluzi¢emo se analogijom sa klasicnom statisti-
¢kom mehanikom. Analogon faznoj tacki, koja je u klasi¢noj mehanici
odgovarala maksimalnom poznavanju sistema, u kvantnom sluc¢aju pred-
stavlja vektor stanja, koji odgovara maksimalnom poznavanju kvantnog
sistema. Takvo stanje nazvali smo ¢isto stanje. Medjutim, sistemima sa
veoma velikim brojem cestica, kakvi se proucavaju u statistickoj mehanici,
veoma je tesko pridruziti ¢isto stanje iz razloga Sto ¢ista stanja dobijamo
resavanjem Schrodinger-ove jednacine koju je u sluc¢aju velikog broja cestica
prakti¢no nemoguce resiti. Sem toga, za proucavanje konkretnog fizickog
sistema neophodno je poznavati tac¢an (ili bar priblizan) oblik hamiltonijana
koji opisuje interakciju izmedju cestica. U slucaju da sistem nije izolovan,
vec je u kontaktu sa okolinom, potrebno je poznavati i interakciju izmedju
sistema i okoline. Posto se u statisticko]j fizici uglavnom proucavaju ovakvi
sistemi, ovu interakciju je veoma tesko opisati jer je ona po prirodi veoma
slucajna.

Iz navedenih razloga zakljucujemo da je kvantnom sistemu sa velikim
brojem cestica, prakticno nemoguce pripisati Cisto stanje, tj. opisati ga
vektorom stanja. U ovoj situaciji ostaje nam moguénost da se posluzimo
analogijom, i da u igru uvedemo ideju ansambla sistema koju smo uspesno
primenili u klasi¢noj statistici. Na taj nac¢in umesto vremenske evolucije
uocenog kvantnog sistema mi posmatramo skup identic¢nih sistema koji se
nalaze pod istim makroskopskim uslovima ali su opisani razli¢itim vek-
torima stanja. Za ansambl formiran na ovaj nacin kazemo da se nalazi u
mesanom stanju (jer je nastao mesanjem sistema koji su u ¢istim stanjima).

5.3.1 Statisticki operator

Postavlja se pitanje kako matematicki opisati mesano stanje. Oc¢igledno
je da matematicki objekat koji treba da nam posluzi u tu svrhu treba
da bude analogon klasi¢noj funkciji raspodele, odnosno treba da sadrzi
informaciju o verovatnoé¢i da se pojedinac¢ni sistem iz ansambla koji je
u meSanom stanju, nadje u nekom od pomesanih ¢istih kvantnih stanja.
Uzmimo da je meSani ansambl sacinjen od K sistema koji se svi nalaze u
razli¢itim ¢istim kvantnim stanjima i koji su opisani vektorima stanja |Wy)
(k=1,2,...,K). Ukoliko sa wy oznacimo verovatno¢u da proizvoljno iz-
abrani sistem iz ansambla bude u ¢istom stanju |¥y), tada treba da bude
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ispunjen uslov normiranja Zle wy = 1.

Posmatrajmo neku opservablu Ako ja ima diskretan spektar svojstvenih
vrednosti a, i postavimo pitanje kolika je verovatnoca v, da se na sistemu
koji je u meSsanom stanju dobije rezultat a,? Na osnovu formule (5.25)
znamo da izracunamo verovatnocu

On (s A, [TL)) = Tr (|TL) (4| P) (5.39)

dobijanja vrednosti a, u ¢istom stanju |¥y). Verovatnoéu za mesano stanje
mozemo dobiti usrednjavanjem vrednosti v,  po verovatnocama wy, odno-

sSno
K K

Un = Witng = Y wpTr[Tp) (U4 P, . (5.40)
k=1 k=1

Posto trag i suma mogu da zamene mesta, poslednji izraz mozemo pisati u
obliku

K
vy = Tr (Z wk|\Ilk><\Ifk|> P, . (5.41)
k=1

Izraz u zagradi predstavlja trazeni matematicki objekat kojim opisujemo
mesano stanje i zove se statisticki operator

K
p=> wi|We)(Tyl. (5.42)
g

Verovatnoéu (5.41) sada mozemo pisati u formi

v(an, A, p) = Tr pP, . (5.43)

K

Na osnovu definicije statistickog operatora p = > wg| V) (Pg|, vidimo
k=1

da se meSano stanje razmatranog kvantnog sistema sastoji od ¢istih stanja

| W) (Pkl, koja u slucaju sistema identi¢nih Cestica moraju biti simetri¢na
(bozoni) ili antisimetri¢na (fermioni). U tom smislu, u slu¢aju bozona p
mora biti operator koji deluje u potprostoru simetri¢nih vektora stanja, pa
ansambl sistema identi¢nih bozona opisujemo Bose-Einstein-ovom statis-
tikom. S druge strane, ansambl sistema identi¢nih fermiona opisujemo
statistickim operatorom koji deluje u antisimetricnom potprostoru stanja
sistema, tj. Fermi-Dirac-ovom statistikom. U slucaju sistema cestica
koje mozemo na neki nacin medjusobno razlikovati, mesano stanje opisu-
jemo Mazxwell-Boltzmann-ovom statistikom, tj. statistickim operatorom
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koji deluje u celom prostoru stanja (jer u slucaju razlicitih cestica vek-
tori stanja ne moraju da zadovoljavaju uslove simetri¢nosti). Cestice koje
se pokoravaju ovoj vrsti statistike nazivamo Boltzmann-ovim cesticama,
koje u stvari predstavljaju drugo ime za klasican sistem cestica.

Na osnovu uloge koju igra u kvantnoj statistickoj fizici, vidimo da je
statisticki operator analogon funkcije raspodele u klasi¢noj statistici, pa
mora zadovoljavati uslov normiranja, koji se ogleda u tome da je njegov
trag jednak jedinici. Za dokaz ovog tvrdjenja primetimo da vazi

K K
Trp=TrY welTp) (T = weTr|Tp) (W, (5.44)
k=1 k=1
pa se izra¢unavanje traga statistickog operatora p svodi na izracunavanje
traga projektora |Wy)(W¥x|. Neka je |pp) ortonormirani bazis po kome
racunamo trag. Ako za prvi element ovog bazisa izaberemo |p1) = |¥g),
bice

Te (|9 (Wk]) = S (0ol 0Nl = D el = D6 =1,
l ¢ l

(5.45)

odakle vidimo da projektor ima jedini¢ni trag. Kombinujuéi ovaj rezultat sa
K

izrazom (5.44), a imajuéi u vidu uslov normiranosti verovatnoée »_ wy =1,
k=1

konaé¢no dobijamo

Trp=1. (5.46)

Ovaj uslov ekvivalentan je uslovu normiranja funkcije raspodele u klasi¢noj
statistici.

Razmotrimo jo$ slucaj kada je kvantni sistem opisan statistickim oper-
atorom koji sadrzi samo jedan clan p = |¥)(¥|. To znaci da se on u stvari
nalazi u ¢istom stanju |¥), jer ne postoje druga stanja koja su pomesana.
Lako mozemo proveriti da za ¢isto stanje vazi

A2 ~

7 = () () (] = ) (9] = 5. (5.47)
Ova relacija moze da posluzi kao kriterijum, na osnovu koga mozemo da
utvrdimo da li se sistem opisan statistickim operatorom p, nalazi u ¢istom
ili mesanom stanju. Ako je p? = p, sistem je u istom stanju, a ako je
p? # p sistem se nalazi u me§anom stanju.

5.3.2 Jednacina kretanja

Odredimo sada jednacinu kretanja za statisticki operator. Posto je p
definisan preko cistih stanja, koja se u Schrodinger-ovoj slici menjaju sa
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vremenom, sledi da ¢e u ovoj slici, u opstem slucaju, i statisticki operator p
biti funkcija vremena. U tom cilju diferencirajmo izraz (5.42) po vremenu

K

a v awy
— = — (U Up)——— | . A4
= o (T (5.48)

Na osnovu Schrédinger-ove jednacine (5.27) imamo

d|Wy)

ih = H|V 4
odnosno u adjungovanom obliku
d(v ~
—m% = (U,|H, (5.50)

na osnovu cega je

K K
L dp . .
md—f - H <Zwk\mk>y<\yk1> . (Zwkyqzkx\yky) H
= Hp—pH. (5.51)

Na desnoj strani prepoznajemo komutator operatora H i p, tako da za
konacan oblik zakona kretanja dobijamo
dp -

h— = [H,p]| . 5.52

ink = (7. p] (55

Dobijena jednacina kretanja analogna je Liouville-ovoj jednacini u klasi¢noj
statistici. U stvari, Liouville-ova jednacina (1.26) formalno prelazi u kva-
ntnu, tako sto ulogu funkcije raspodele f preuzima statisticki operator p,
a odgovarajuca Poisson-ova zagrada [H, f]| prelazi u komutator —%[ﬂ, .

Ako je sistem opisan statistickim operatorom p u ravnoteznom stanju,
tada odgovarajuc¢i ansambl mora biti stacionaran, odnosno p ne sme da
zavisi od vremena dp/dt = 0. Dakle, za ravnotezne kvantne ansamble p
mora da komutira sa Hamilton-ovim operatorom

[H,p] =0, (5.53)

Sto znaci da u stanju ravnoteze statisticki operator predstavlja integral kre-
tanja, Cime je ocuvana analogija sa klasicnom statistikom. Gornja relacija
¢e biti zadovoljena u slucaju kada je p neka funkcija Hamilton-ovog oper-
atora p = ﬁ(?—A{) ili u trivijalnom slucaju kada je p konstantan operator.
Posto u ravnoteznom stanju p ne zavisi od vremena, na osnovu prethodne
zavisnosti, zakljucujemo da ni Hamilton-ov operator ne sme biti funkcija
vremena dH /dt = 0.
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5.3.3 Energetska reprezentacija — matrica gustine

Neka je |n) svojstveni bazis Hamilton-ovog operatora, a F, odgovara-
juée svojstvene vrednosti, tako da vazi (5.18). Posto p i H komutiraju,
oni imaju zajednicki svojstveni bazis, pa ¢e tada |n) istovremeno biti i
svojstveni bazis statistickog operatora

pln) = Waln) | (5.54)

gde W, predstavljaju pripadajuce svojstvene vrednosti, koje su zbog zav-
isnosti p = p(H) povezane sa svojstvenim vrednostima F,,, formulom

W, = p(Ey) . (5.55)

Na osnovu relacije (5.12) mozemo p napisati u spektralnoj formi
p=> Waln)(n|, (5.56)
n

odakle, na osnovu definicije (5.42), zaklju¢ujemo da svojstvena vrednost
W, predstavlja verovatnocu da se sistem koji se nalazi u mesanom stanju i
opisan je statistickim operatorom p, nadje u ¢istom stanju |n).

Statisticki operator, kao i svaki operator mozemo reprezentovati u svo-
jstvenom bazisu neke opservable. Posto je p = ,6(7:() zgodno je da se
statisticki operator reprezentuje u svojstvenom bazisu hamiltonijana, tj. u
energetskoj reprezentaciji. U ovom slucaju p se reprezentuje matricom koju
zovemo matrica gustine, pa se ovaj naziv koristi kao sinonim za statisticki
operator. Na osnovu formule (5.21), za matri¢cne elemente u energetskoj
reprezentaciji dobijamo

Imajuéi u vidu (5.54) sledi
Prnt = Wainln') = Wibnn = p(En)dnm (5.58)

odakle vidimo da u ovoj reprezentaciji p ima dijagonalnu formu. Na os-
novu uslova (5.46) zaklju¢ujemo da u energetskoj reprezentaciji mora biti
zadovoljeno

> W, =1. (5.59)

Ovde treba obratiti paznju da indeks n po kome se sumira, numerise sva
moguca ¢ista stanja sistema. Ako zelimo da umesto sumiranja po svim
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mogucéim stanjima sumiranje izvrSsimo po svim mogué¢im vrednostima za
energiju, tada treba imati u vidu da spektar svojstvenih vrednosti hamil-
tonijana moze biti degenerisan, Sto znaci da vec¢em broju razlicitih stanja
odgovara ista brojna vrednost energije. Na osnovu formule (5.55) i iznete
argumentacije poslednji izraz dobija formu

Z g(En)p(En> =1, (5.60)
{En}

gde smo sa g(E,) oznacili stepen degeneracije energetskog nivoa FE,,, tj. broj
razli¢itih stanja sa tom vredno$éu energije, a sa {FE,} skup svih moguéih
vrednosti za energiju.

5.3.4 Srednje vrednosti opservabli

Srednju vrednost opservable A umesanom stanju p, racunamo po defini-
ciji

= Z anv(any, A, p) = Z anTr pP, = Tr p (Z anﬁ’n> i (5.61)
n n n

Izraz u zagradi, na osnovu formule (5.12), predstavlja spektralnu formu
operatora A, pa je

(A) = TrpA . (5.62)

Ako trag racunamo po svojstvenom bazisu hamiltonijana dobijamo

(A) = S (nlpAln) = 3 (n] Ajn) W, . (5.63)

n n

Ukoliko A i H medjusobno komutiraju tada |n) istovremeno predstavlja i
svojstveni bazis opservable A. U tom slucaju je <n|A|n> = a,, gde smo sa
a,, oznacili odgovarajucu svojstvenu vrednost od A tako da je

= anW,. (5.64)

Ukoliko sa sumiranja po svim mogué¢im stanjima zelimo da predjemo na
sumiranje po svim mogué¢im energijama, tada koristimo formulu

<A> = Z 9(En)a(En)p(En) , (5.65)
{En}
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u koju smo ugradili moguénost da svojstvene vrednosti energije F,, mogu
biti degenerisane sa stepenom degeneracije g(FE,) (koji istovremeno pred-
stavlja i dimenziju odgovarajuceg svojstvenog potprostora od 7:[) Sem toga
pretpostavili smo da je svaki svojstveni potprostor od H istovremeno i svo-
jstveni potprostor od A, tako da u njemu A ima samo jednu svojstvenu
vrednost a(FE,). Drugim re¢ima, svojstveni potprostori od H sadrzani su
u svojstvenim potprostorima od /Al Samo pod navedenom pretpostavkom
moguce je prilikom izracunavanja srednjih vrednosti izvrsiti sumiranje po
svim mogucéim energijama, umesto po svim mogué¢im stanjima.

5.3.5 Operator entropije

Na kraju definisimo entropiju sistema, koja ¢e nam posluziti kao most ka
termodinamici. Po analogiji sa klasi¢nom entropijom, u kvantnoj statistici
definiSemo operator entropije

S=—klnp, (5.66)

preko logaritma statistickog operatora koji u kvantnoj statistici igra klju¢nu
ulogu. Samu entropiju racunamo kao srednju vrednost operatora entropije
u meSanom stanju

S=(S)=TrpS =—kTrplnp. (5.67)

Ako trag racunamo po svojstvenom bazisu hamiltonijana imamo
S=-kY (n|pnpln). (5.68)

Na osnovu (5.54) bazis |n) je istovremeno i svojstveni bazis operatora p,
tako da sledi
S=-kY WylnW,. (5.69)
n

Ovde takodje treba naglasiti da se sumiranje vrsi po svim mogudéim sta-
njima sistema. Ukoliko sumiranje zelimo da sprovedemo po svim moguéim
vrednostima energije, tada treba racunati po formuli

S=—-k>_ gl W) Inp(E,) (5.70)
{En}

koja se koristi u slucaju degenerisanih energetskih nivoa.
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5.4 Ansambli kvantnih sistema

Metodologiju primene ansambla sistema koju smo razvili u klasi¢noj
statistici u velikom delu prenosimo na kvantne statistike, uzimajuéi u obzir
neophodne izmene uzrokovane uvodjenjem statistickog operatora, odnosno
matrice gustine. U daljem tekstu izlozi¢emo osnovne osobine mikrokanon-
skog, kanonskog i velikog kanonskog ansambla u kvantnom slucaju, s tim
Sto ¢emo rezultate koji su zajednicki sa klasicnim slucajem samo navesti,
a detaljnije ¢emo opisati samo one delove koji se razlikuju u odnosu na
klasi¢ne ansamble.

5.4.1 Mikrokanonski ansambl

Mikrokanonski ansambl smo definisali kao sistem koji je potpuno izolo-
van u odnosu na okolinu, tako da su makroskopski uslovi pod kojima se
sistem nalazi definisani konstantnim vrednostima: zapremine koju zauzima
V', brojem cestica N koje ga ¢ine i ukupnom energijom koja lezi u uskom
intervalu vrednosti izmedju E* i E* + AE*.

Posto statisticki operator (kao funkcija hamiltonijana) u sebi sadrzi in-
formaciju o verovatnoc¢i nalazenja sistema u stanju sa odredjenom energi-
jom, pri njegovom definisanju osloni¢emo se na postulat o a priori jednakim
verovatno¢ama pojavljivanja razlicitih stanja sa istom energijom. Na os-
novu analogije sa klasicnim slucajem sledi da ¢e p delovati kao konstantan
operator u potprostoru stanja obrazovanom od svojstvenih vektora hami-
ltonijana ¢ija energija lezi u intervalu izmedju E i E* + AE*, dok ¢e van
tog potprostora delovati kao nulti operator. Drugim re¢ima p ima oblik

1 5 %
. ——~ J u potprostoru V(E
p(H) =< AL(EY) (&) (5.71)

0 van ovog potprostora ,

gde smo sa J oznacili jedini¢ni operator, koji deluje u potprostoru stanja
V(E*) obrazovanog od svojstvenih vektora |n) hamiltonijana, ¢ije svojstve-
ne vrednosti F, leze u intervalu £* < E,, < E* + AE*.

U energetskoj reprezentaciji p ima dijagonalnu formu p,.,, = Wy,
¢ije vrednosti za verovatnoce W,, iznose

1 * X X
1 __ pr<E,<E*+AE
W, =1{ AI(E") (5.72)

0 van ovog intervala ,
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Makroskopski uslovi:

fiksirani zapremina V', broj cestica N i energija sistema E*

Matrica gustine:

1 k * *
— FEF*<FE,<F AFE
w, - AnEY © =TmE T

0 van ovog intervala .

Broj kvantnih stanja:

AT(E*) =Y"1

Veza sa termodinamikom:

S(E*,V,N) = kIn AT

1_ (08 p_ (08
T \OE*)yy’ T \oV)g n

Tabela 5.1: Sumarni prikaz formula kvantnog mikrokanonskog ansam-
bla, na osnovu poznatih svojstvenih stanja Hamilton-ovog operatora H,
opisanih kvantim brojevima n, sa pripadajuc¢im svojstvenim vrednostima
energije E,.

i moraju zadovoljiti uslov normiranja

;’ﬁ —1, (5.73)

gde znak “prim” pored sume, zna¢i da sumiranje sprovodimo samo po
nenultim vrednostima za W,, tj. samo po onim svojstvenim stanjima
hamiltonijana odredjenih skupom kvantnih brojeva n, ¢ija energija lezi u
intervalu B* < E,, < E* + AE*. Odavde sledi

aren =31, (5.74)

odakle zaklju¢ujemo da AT'(E*) predstavlja ukupan broj kvantnih stanja
sa energijom izmedju E* i E* + AE*.
Entropiju sistema dobijamo po formuli (5.69), odakle je

;1 1 1
5= _kzn: AT(EY) P ATE - FArEY

mAT(E)S 1, (5.75)

tj.
S = kIn AT(E*). (5.76)
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Vidimo da je entropija proporcionalna logaritmu broja kvantnih stanja.
Ako se sistem moze naéi u samo jednom kvantnom stanju AT'(E*) = 1
njegova entropija je jednaka nuli S = kInl = 0. To znac¢i da u energet-
skoj reprezentaciji p ima samo jedan dijagonalni element jednak jedinici
Wi=no, = 1, dok su ostali jednaki nuli W;,.,, = 0, pa je sistem opisan
statistickim operatorom p = |ng)(ng| koji opisuje ¢isto stanje (jer ispunjava
uslov p? = p). Vidimo da u slucaju kada je entropija sistema jednaka nuli,
sistem se u stvari nalazi u Cistom stanju |ng), jer je opisan ta¢no jednim
vektorom stanja, a ne mesavinom veéeg broja. Ako je p? # p, sistem nije u
¢istom, ve¢ u mesanom stanju, za koje je AI'(E*) > 1, pa je S > 0. Rekli
smo da je u kvantnoj mehanici maksimalno poznavanje sistema opisano
¢istim stanjem i njemu odgovara minimalna vrednost entropije S = 0. Ako
sistem nije u ¢istom stanju, tada imamo manjak informacija o sistemu, jer
ne znamo u kojem se stanju sistem nalazi, i tada je S > 0. U tom smislu
entropiju mozemo tumaciti kao meru posedovanja informacija o sistemu,
gde manja vrednost entropije znaci posedovanje vece kolicine informacija.

Kada znamo entropiju sistema, prelaz na termodinamiku ostvarujemo
na identi¢an nacin kao u klasi¢nom slucaju, putem relacija (2.52) i (2.67),
gde iz prve relacije dobijamo kaloricku jednacinu, a iz druge jednacinu
stanja kvantnog sistema (Tabela 5.1).

5.4.2 Kanonski ansambl

U slucaju kanonskog ansambla makroskopski uslovi pod kojima se svaki
sistem u ansamblu nalazi odredjeni su konstantnim vrednostima parame-
tara: V, N i T. Ovde je je V zapremina, N broj cestica sistema, a T
temperatura termostata sa kojim posmatrani sistem razmenjuje energiju.
Statisticki operator, kojim opisujemo stanje ovog ansambla definisan je
formulom R
—BH
7
gde je Z statisticka suma. Prethodni iskaz predstavlja u stvari Gibbs-ovu
teoremu za kvantni kanonski ansambl, i moze se dokazati analognim postup-
kom koji je sproveden u klasi¢nom slucaju. Statisticku sumu odredjujemo
iz uslova (5.46), odakle je

(&

p= (5.77)

Z=Tre M. (5.78)
U energetskoj reprezentaciji p je dijagonalna matrica sa elementima

Wn: 5
7

(5.79)
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Makroskopski uslovi:

fiksirani zapremina V' i broj cestica N
sistem razmenjuje energiju sa termostatom temperature 7'

Matrica gustine:
e_BEn

Z

Statisticka suma:

Z(T,V,N) =Y e Bbn

W, =

Veza sa termodinamikom:

F(T,V,N) = —kTInZ

oF oF
— (= p—_ (2
5 <6T>MN’ (aV)zN

Tabela 5.2: Rezime formula koje se koriste u formalizmu kvantnog kanon-
skog ansambla, na osnovu poznatih svojstvenih stanja |n) energije E,
Hamilton-ovog operatora H.

gde je W,, verovatnoca da proizvoljno izabrani sistem iz ansambla bude u
stanju opisanom kvantnim brojem n, kome pripada energija F,,. Verovatno-
¢a da proizvoljno izabrani sistem iz posmatranog ansambla ima energiju F,
iznosi: W(E,,) = g(En)Wh, gde je g(E,) degenerisanost nivoa sa energijom
FE,,. 1z poslednje formule uslov normiranja daje

Z=> e b, (5.80)

ako sumiranje vrsimo po svim moguc¢im stanjima sistema, odnosno

Z = g(E,e b, (5.81)
{En}

ako sumiranje vr§imo po svim moguéim energijama.
Srednju vrednost opservable A na osnovu izraza (5.62), nalazimo po
formuli

(A) = %ﬂ (e‘ﬁﬂfl> . (5.82)

Trag mozemo racunati u svojstvenom bazisu hamiltonijana, pa je tada

(A) = %Z<n|A|n>e—ﬁEn . (5.83)
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Ukoliko A komutira sa H, tada na osnovu formule (5.64) prethodni izraz
postaje

o 1 _
(A= zﬂ: ane PEn (5.84)
Ako umesto po stanjima sumiramo po energijama, formula (5.65) daje
o 1 _
<A> = 7 g(En>a(En)e Fbn (5'85)
{En}

Prelazak na termodinamiku ostvarujemo na istovetan nacin kao u klasi-
¢nom slucaju (Tabela 5.2). Na osnovu poznate statisticke sume Z nalazimo
slobodnu energiju sistema prema formuli (3.42), a potom entropiju i pritisak
na osnovu formula (3.44).

5.4.3 Veliki kanonski ansambl

U ovom ansamblu sistem pored energije sa okolinom razmenjuje i ¢esti-
ce, tako da su makroskopski uslovi odredjeni stalnom zapreminom sistema
V', temperaturom termostata 7' sa kojim posmatrani sistem razmenjuje
energiju, kao i hemijskim potencijalom p rezervoara cestica sa kojim raz-
menjuje Cestice. Definisa¢emo operator broja ¢estica N, ¢iji svojstveni pot-
prostori predstavljaju ceo Hilbert-ov potprostor sistema od N cCestica, a
svojstvene vrednosti odgovaraju broju Cestica u sistemu

N|¥(1,2,...,N)) = N|¥(1,2,...,N)), (5.86)

gde je |¥(1,2,...,N)) proizvoljno stanje N-Cesti¢cnog sistema. Posto broj
Cestica u sistemu nije stalan, statisticki operator p delovace u Hilbert-ovom
prostoru koji opisuje sisteme sa proizvoljnim brojem cestica, koji moze biti
i beskonacan. U slucaju velikog kanonskog ansambla p ima oblik

e—B(Fn—pN)
P (5.87)
gde je = velika statisticka suma. Navedena formula predstavlja matematicki
izraz Gibbs-ove teoreme o velikom kanonskom ansamblu prenesenu sa klasi-
¢nog na kvantni slucaj. Veliku statisticku sumu odredjujemo iz uslova
normiranja, koji daje

= = Tre AN —uN) (5.88)
U energetskoj reprezentaciji, p je dijagonalna matrica ¢iji su elementi

e_ﬁ(EN,n_MN)

WN,TL = ) (5-89)

(1]
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Makroskopski uslovi:

fiksirana zapremina V', sistem razmenjuje energiju i Cestice
sa rezervoarom temperature 7' i hemijskog potencijala u

Matrica gustine:

o~ BBy~
Wy = ———=——

) —
—t
—_—

Velika statisticka suma:

o0
E — § eﬁﬂN E efﬁEN,n
N=0 n

Veza sa termodinamikom:

QUT,V,u) =—kTln=, Q=-PV

00 o0 0
S=—(5=) . P=-(5) . WN=-(%
(8T)V,,u (aV)T,,u W) <8H)T,V

Tabela 5.3: Rekapitulacija formula koje se koriste u formalizmu kvantnog
velikog kanonskog ansambla, na osnovu reSenog svojstvenog problema
Hamilton-ovog operatora Hy, gde smo sa n oznacili kvantne brojeve koji
prebrojavaju svojstvena stanja, a sa En » pripadajuce svojstvene vrednosti
energije.

gde Wy ,, predstavlja verovatnocu da sistem sadrzi N Cestica i da bude u
kvantnom stanju opisanom kvantnim brojem n sa energijom Ey ,. Odavde
je

(1]

= i Ze*B(EN’"*“N) = i eB“NZe*ﬁEN’” = i N2y, (5.90)
N=0 n N=0

N=0 n
gde je z fugacitet, a Zx statisticka suma kanonskog ansambla od N cestica.

U velikom kanonskom ansamblu, srednju vrednost veli¢ine Ay racu-
namo po formuli
o 1 o o A
(Ay) = = Tr (a‘ﬁ(HN—“N)AN> . (5.91)

—_
—t
—_—

Trag mozemo rac¢unati po svojstvenom bazisu hamiltonijana |N,n) (N je
broj Cestica, a n kvantni broj)

S (N nfem PPN =) A N, n)
N=0 n

(An) =

[1]] —
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oo

—_
—
—

eﬁ”NZ(N,n|AN|N, nye PENA (5.92)
N=0 n

Ako Ay i Hy komutiraju, tada je |N,n) istovremeno i svojstveni bazis
opservable Ay, pa je An|N,n) = anp|N,n), na osnovu cega sledi

. 1 &
vy = 23 NS ay, e B
N=0

n

[11]

> N(AN) a2 (5.93)
N=0

[11] —

gde smo sa (fl N)ga Oznacili srednju vrednost opservable Ay u kanonskom
ansamblu od N cestica. Ukoliko sumiranje zelimo da sprovedemo po en-
ergijama umesto po stanjima, tada uz pomo¢ formule (5.85), poslednji izraz
daje

. 1 &
(Any == "N N~ g(Enn)a(BEnn)e Py (5.94)
=0 {Enn}

(1]

Veza sa termodinamikom ostvaruje se preko velikog termodinamickog
potencijala (formula (4.30)) a entropiju, pritisak i srednji broj cestica u
sistemu nalazimo prema formulama (4.32). Rekapitulacija formula koje se
koriste u kvantnom velikom kanonskom ansamblu data je u Tabeli 5.3.
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Sistem nezavisnih Cestica

Razmotimo slucaj ansambla sistema od N slabointeragujucih cestica.
Tada cestice u dinamickom smislu mozemo posmatrati kao nezavisne, pa
razmatranje mozemo svesti na prostor jedne cestice (jednocesti¢ni prostor).
Hamiltonijan koji opisuje sistem od N neinteraguju¢ih kvantnih cestica
mozemo predstaviti u obliku

N
H=3 T, (6.1
=1

gde je H; jednocesticni hamiltonijan, koji deluje u prostoru i-te Cestice.
Posto su operatori H; dinamicki nezavisni i imaju istu formu, svojstveni
problem od H svodi se na reSavanje svojstvenog problema jednocesti¢nog
hamiltonijana

Hilki)i = en,|kidi (6.2)

gde su |k;); svojstveni vektori koji ¢ine bazis u prostoru stanja i-te Cestice,
a €y, pripadajuce jednocesticne svojstvene vrednosti energije. Indeks i
pored vektora stanja znaci da posmatrani vektor pripada prostoru stanja
i-te cCestice, a k; oznacava jednocesti¢ni kvantni broj, koji u svakom od
jednocesticnih potprostora (tj. za svako i =1,2,..., N) uzima vrednosti iz
istog skupa, koje ¢emo numerisati celim brojevima (k; = 1,2,...).

U prostoru sistema od IV Cestica, reSenje svojstvenog problema kompoz-
itnog hamiltonijana H dobijamo direktnim mnozenjem svojstvenih vektora
|k;)s, 1 sabiranjem odgovarajuéih svojstvenih vrednosti ey, za energiju

N
H(|klk)z - [kn)w ) = (gk) (Ikonlkez - kn)x) - (63)
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Odavde zaklju¢ujemo da vektori

|k1,k52,...,k‘N> = ’k‘1>1‘k2>2~-~’k’]\]>1\[, (64)

predstavljaju svojstvene vektore IN-Cesticnog sistema, a

N
E<k1>k27"'7k1\7):z€ki:€k1+€k2+"'+5k1\]' (65>
i=1
odgovarajuce svojstvene energije sistema.

6.1 Sistem Boltzmann-ovih ¢estica

U opsStem slucaju svojstveni vektori oblika (6.4) oc¢igledno ne ispu-
njavaju ni jedan od uslova simetrije koji treba da ispunjava vektor stanja
koji opisuje sistem identi¢nih ¢estica (uslov simetri¢nosti (5.32) ukoliko je
u pitanju sistem bozona, odnosno uslov antisimetri¢nosti (5.33) ako se radi
o fermionskom sistemu).! Navedeni vektor stanja moze jedino da opisuje
sistem cCestica koje se mogu medjusobno razlikovati. Za takav sistem Cestica
smo rekli da se pokorava Maxwell-Boltzmann-ovoj statistici.

Posto sistem ima NN cCestica, mi ih mozemo permutovati na IN! nacina,
pri ¢emu dobijamo N! vektora stanja a da se energija N-Cesticnog sis-
tema ne menja (permutacija Cestica menja samo redosled jednocesti¢nih
energija u sumi (6.5), ali ne i njen zbir). Ocigledno je da u ovom sistemu
Cestica, jednom N-Cesticnom energetskom nivou odgovara vec¢i broj vektora
stanja, tako da su energetski nivoi degenerisani. Ovako gledano degen-
eracija jednog nivoa bila bi N!. Medjutim, treba imati u vidu da ovo vazi
jedino u slucaju kada su svi jednocesti¢ni kvantni brojevi k; razliciti. Uko-
liko se vrednost nekog kvantnog broja ponavlja, tada permutacija izmedju

! Ako permutujemo dve Gestice, recimo 2. i 5. Cesticu, u opstem slu¢aju dobiéemo
vektor stanja koji ne zadovoljava ni jednu navedenu vrstu simetrije

Pyslki)ilka)a -+ ks)s - |kn)n = [ka)alks)a - - [ka)s -+« kv ) -

Konkretno, neka se recimo 2. Cestica nalazi u kvantnom stanju k2 = 1, a 5. Cestica stanju
ks = 4, tada permutovanjem cestica dobijamo vektor

Paslki)i|l)2 - [4)s - [kn)n = [ka)1|4)2 -+ [1)s -+ [kn)w

koji opisuje stanje sistema kod koga je 2. Cestica u kvantnom stanju k2 = 4, a 5. Cestica
stanju ks = 1. Ocigledno je da razmatrani vektor nije niti simetri¢an, niti antisimetrican.
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Cestica Cija su stanja opisana tim brojevima ne daje novo stanje? pa degen-
eraciju treba umanjiti onoliko puta koliko permutacija mozemo napraviti
izmedju Cestica sa istim kvantnim brojevima. Da bismo efekat ponavljanja
kvantnih brojeva uzeli u obzir, oznac¢imo sa nj broj cestica koje se nalaze u
kvantnom stanju k; = 1, sa no broj cestica koje se nalaze u kvantom stanju
k; = 2, sa ny broj cestica koje se nalaze u stanju k; = f, itd. pri cemu

mora da vazi®
> ng=N. (6.6)
!

Odavde vidimo da uvedeni skup brojeva {ns} = {ni,na,...,ny,...}, koje
zovemo brojevima popunjenosti jednocesticnih kvantnih stanja, u potpuno-
sti odredjuje svojstvene vrednosti energije (6.5) N-Cesti¢nog sistema

E{nf} = ané‘f s (67)
f

gde je £y jednocesticni energetski nivo e, za k; = f. Uobicajeno je da
raspodelu cCestica po jednocesticnim energijama ¢; predstavimo u obliku

sheme
51 62 . e €f PR (6 8)
nl n2 DR nf .. : :
Za Boltzmann-ov sistem Cestica, ny moze uzeti bilo koju vrednost iz skupa
nenegativnih celih brojeva

ny=0,1,2,3,... . (6.9)
Imajuc¢i u vidu da unutar svake grupe od ny cestica mozemo napra-
viti ny! permutacija, zakljucujemo da degeneracija N-cesticnih energetskih
nivoa, koji su odredjeni skupom brojeva popunjenosti {ns}, iznosi
N!

905} = T n’f! : (6.10)
f

?Neka se na primer 2. i 5. Cestica nalaze u istom stanju, recimo k2 = ks = 8, tada
permutacija tog para Cestica ne menja vektor stanja N-Cesti¢nog sistema

Pos[k1)1[8)2 -+ 18)s - [kn)w = [kn)1[8)2 -+ [8)5 -~ [kw)n -

Ovde bi neko mogao pomisliti da je ovo stanje simetricno. Medjutim, uslov simetrije
mora biti ispunjen u odnosu na permutaciju bilo koje dve Cestice. Ovde se ocigledno radi
o jednom specijalnom slucaju.

3Neka je recimo, stanje sistema od 10 &estica predstavljeno vektorom

11)113)2[1)3|2)4]1)5[4)6]1)7|2)s]7)013)10 ,
tadaje: n1 =4, no=2,n3=2,na=1,nr=1(ny=0,za f #1,2,3,4,7).
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Medjutim, dobijena formula zahteva dodatnu analizu. Posto je razma-
trani Boltzmann-ov sistem cestica klasican, to znaci da i ovde moramo da
izvrs§imo neophodne korekcije u izrazu za broj kvantnih stanja, na analogan
nacin kao $to smo to ucinili u klasi¢noj statistici, kada smo broj mikrostanja
umanjili N! puta. Ova redukcija se kasnije pokazala ispravnom jer je
razreSila Gibbs-ov paradoks. Ispostavlja se da u cilju dobijanja korekt-
nih rezultata i ovde moramo uvesti Gibbs-ov korekcioni faktor, tj. broj
kvantnih stanja redukovati za N!, tako da korektan izraz za degenerisanost
nivoa sa energijom Ey, B glasi

1
MB
f

Odredimo sada statisticku sumu Zy za sistem od N Boltzmann-ovih
Cestica. Polazeéi od formule (5.81), a na osnovu relacija (6.11) i (6.7),
dobijamo

;o1 —BX nygey
Zy = Y 7
{nf}l;[nf'
1 ! N! e\
_ MZZ”'Z"'HW!H(Q ) . (6.12)
niy n2 ny I f

gde znak “prim” pored sume znaci da skup brojeva popunjenosti {ns} po
¢ijim moguéim vrednostima se sumira, mora da zadovoljava uslov (6.6). Na
osnovu formule za stepen multinoma? poslednji izraz mozemo da napisemo

41z matematike je poznato da se N-ti stepen sume od k veli¢ina ra¢una po formuli

k N k
! N' n
(zxf) S
= {n1} [ ns! =1
=1

ili u razvijenom obliku

/ NI
1ng! - nyg!

nyp ng ngk

Ovde “prim” pored znaka za sumu, znaci da indeksi ny (f = 1,2,...,k) po kojima se
k
sumira, moraju da zadovoljavaju uslov Y ny = N.
f=1
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u kompaktnom obliku

1 _ 1
Iy =15 > e lel , (6.13)
f

gde je Zj jednocesticna statisticka suma. Odavde vidimo da se dobijeni
izraz za statisticku sumu sistema neinteragujuc¢ih Boltzmann-ovih cestica
poklapa sa izrazom (3.23) za sistem klasi¢nih neinteragujuéih cestica, Sto
potvrdjuje nas stav da je Boltzmann-ov sistem ¢estica po svojim osobinama
u stvari klasican.

Na osnovu dobijenog izraza za Zpy, lako nalazimo veliku statisticku

sumu
N

== ZeﬂﬂNZN Z N Ze_ﬁ(sf m (6.14)

gde prepoznajemo razvoj u red eksponencijalne funkcije, tako = mozemo
predstaviti u kona¢noj formi

EMB = €xp Z e Bler—m | = Hexp (e_ﬁ(‘ff—“)> ) (6.15)
! !
Odavde na osnovu formule 2 = —kT' InZE, lako dobijamo izraz za veliki

termodinamicki potencijal sistema neinteraguju¢ih Boltzmann-ovih cCestica

Qe = —kTZeiﬁ(Ef*M) . (616)
f

Za dalja termodinamicka izracunavanja potrebno je specificirati sistem tj.
za konkretan oblik jednocesti¢nog hamiltonijana H;, naéi jednocesti¢na svo-
jstvena stanja, zajedno sa njima pripadajuéim svojstvenim vrednostima
energije €.

6.2 Sistem identi¢nih bozona

Da bismo na adekvatan nacin uzeli u obzir osobinu identi¢nosti ¢estica,
vektor stanja kojim opisujemo sistem identi¢nih ¢estica, mora biti ili sime-
trican (ako je u pitanju sistem bozona) ili antisimetrican (ako je u pitanju
fermionski sistem). Nezavisno od toga koji sistem identi¢nih ¢estica raz-
matramo, jasno je da bilo kakva permutacija Cestica ne sme da proizvede
novo kvantno stanje. Posto vektori stanja koje dobijamo permutacijom
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Cestica u stanju (6.4) ne ispunjavaju trazeni uslov simetrije moramo naéi
nacin da od njih formiramo novi vektor koji ¢e zadovoljiti trazenu simetriju.
To mozemo da uradimo tako Sto ¢emo novi vektor stanja da predstavimo
u vidu superpozicije svih moguc¢ih vektora stanja nastalih permutacijom
cestica. Posto svi vektori nastali permutovanjem cestica moraju biti ravno-
pravni (jer predstavljaju isto kvantno stanje) to znaci da svi koeficijenti u
razvoju moraju biti jednaki.

Ako je u pitanju sistem bozona, pomenutu superpoziciju koja ispunjava
uslov simetri¢nosti, mozemo formirati na slede¢i nacin

N!
[We) = Cs > Bilkn)ilka)a - [kn)w (6.17)
i=1
gde smo sa P (i = 1,2,...,N!) oznaéili operator permutacije iz grupe

svih operatora permutacija sistema od N cestica, a sa Cs konstantu normi-
ranja. Imajuéi u vidu da se u sumi (6.17) pojavljuje N!/Hf ny! grupa od
po [] Fn ! istih vektora nastalih permutacijom cestica sa istim kvantnim
brojevima (gde je kao i ranije, ny broj ponavljanja kvantnog broja k; = f
u skupu kvantnih brojeva {ki, ko, ..., kn}), zaklju¢ujemo da ée se posma-
trana suma svesti na zbir N!/[];n¢! ortogonalnih vektora norme [];ny!.
Iz iznete analize, a na osnovu zahteva normiranja

2
N!
(U, |0, = |Cy)? ny! =1, (6.18)
sledi )
Cy= ——— . (6.19)
N!an!
f

Iz nacina na koji je konstruisan vektor stanja |¥y), vidimo da je on jed-
noznacno odredjen skupom brojeva popunjenosti {ns}, sto znaci da je u
slucaju sistema bozona energetski nivo Ey, .} nedegenerisan

oy =1, (6.20)

a vrednosti ny brojeva popunjenosti mogu, kao i u slucaju sistema Boltzma-
nn-ovih cestica, uzimati bilo koju vrednost iz skupa

ny=0,1,2,3,... . (6.21)
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Vidimo da u slu¢aju neinteragujué¢ih bozona, osobina simetri¢nosti ne uvodi
nikakvo ogranicenje na moguce vrednosti za brojeve popunjenosti ny, sto
znaci da se u jednom jednocesticnom kvantnom stanju moze naci proizvo-
ljan broj bozona.

Odredjivanje statisticke sume (5.81) u slu¢aju bozona za koje je g{BEf} =
1 predstavlja slozen matematicki problem, jer u izrazu

ﬂzn €
Zn = Z e o (6.22)
{ns}

treba voditi ra¢una da bude uvek ispunjeno snf=N. Kod Boltzmann-
ovih ¢estica Zn je bilo moguce izracunati zahvaljujuéi sre¢noj okolnosti sto
je oblik formule za degeneraciju omogucio svodjenje izraza za Zy na stepen
multinoma, kod koga je navedeno ogranicenje uvek ispunjeno. Medjutim,
nalazenje statisticke sume je samo korak ka nalazenju velike statisticke
sume, tako da mozemo odmah preé¢i na odredjivanje =, bez prethodnog
nalazenja Zy. U konkretnom slucaju, velika statisticka suma je oblika

N=0 {ny}
°© ,Ban(ef H)

= > Z e (6.23)
N=0{ns}

Posto = opisuje veliki kanonski ansambl, kod koga broj cestica N nije
stalan, vidimo da prilikom sumiranja po {n;} ne moramo voditi racuna

o uslovu Zf ny = N, jer N nije fiksirano ve¢ uzima bilo koju vred-
nost od 0 do oo. To znac¢i da suma po svakom od brojeva popunjenosti
{ns} = {n1,n2,...,ny,...} prolazi kroz ceo skup dozvoljenih vrednosti,

nezavisno od toga koje vrednosti uzimaju ostali brojevi popunjenosti iz
istog skupa. Drugim re¢ima, u izrazu za =, sumiranje po N i {ns} uz
uslov ) gny = N, se svodi na nezavisno sumiranje po svakom od brojeva

IS IEDS) B Z (6.24)

N= O{TLf} {nf} ny n2

tako da (6.23) postaje

SR DD | Gl

niy n2
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— (Ze—ﬁm(ﬁ M> (Ze Bna(e2— u) Ze Bry(ep—pm)
n1

= Hze—ﬂ"f(sf—li). (6.25)
fons

U slucaju bozona svaki od brojeva ny uzima vrednosti iz skupa celih nene-
gativnih brojeva, pa se suma

1
—Bng(es—p) _ _ Bl

Zoe #leg= 1_6_6(Ef - (1 By ) , (6.26)

ng

svodi na geometrijski red, koji konvergira samo u slucaju ako je ispunjen
uslov e Bler—h < 1, odnosno i < e, za svako f. Tako dobijamo konacan
oblik za veliku statisticku sumu sistema neinteragujucih identi¢nih bozona

Zpe = [[ (1 - e_ﬁ(gf_“)>_1 . (6.27)
;

Odavde lako sledi izraz za veliki termodinamicki potencijal

Qpp = kTS In (1 . e—ﬂ(ff—ﬁ‘)) : (6.28)
7

za Cije dalje izracunavanje moramo znati spektar svojstvenih vrednosti
jednocesticnih energija €7, pri cemu ne treba izgubiti iz vida da za svako
kvantno stanje f mora biti ispunjeno p < e;.

6.3 Sistem identi¢nih fermiona

U slucaju fermionskog sistema superpoziciju svih vektora nastalih per-
mutacijom cestica, a koja ispunjava uslov antisimetri¢nosti, formiramo na
slede¢i nacin

cz 1P Bilki)1lka)a - - [kn)w (6.29)

gde je (—1)P tzv. parnost operatora permutacije P; i jednaka je (—1)Pi = 1
ako se permutacija P; moze realizovati parnim brojem permutacija izmedju
parova Cestica, a (—1)P* = —1 ako se realizuje neparnim brojem permutacija
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parova ¢estica.® Dobijena antisimetri¢na superpozicija se moze napisati na
pregledniji na¢in u obliku Slater-ove determinante

k)1 k)2 - kN
w,) =, | P IR Ry (6.30)
’kl;f>1 |k1;r>2 ’kl\‘f>N

odakle primec¢ujemo da se dejstvo operatora permutacije para Cestica Pi,k
na vektor |¥,) svodi na zamenu mesta dveju kolona ¢ime se menja znak
determinante, pa je uslov antisimetri¢nosti o¢igledno ispunjen. Pored toga,
mozemo zakljuciti da jednocesti¢ni kvantni brojevi k; moraju uzimati ra-
zlicite vrednosti, jer bi u suprotnom usled jednakosti vrsta Slater-ova de-
terminanta bila jednaka nuli. Na osnovu ovoga sledi da se u kvantnom
stanju k; = f moze naci najviSe jedna cCestica, odnosno u slucaju fermiona
ny moze uzeti samo dve vrednosti

ng=0,1. (6.31)

Dakle, u slucaju fermiona osobina antisimetri¢nosti ima za posledicu da
se u sistemu od N neinteragujucéih Cestica, u proizvoljnom jednocesti¢cnom
kvantnom stanju, moze na¢i najvise jedan fermion. Ovaj stav je poznat
kao Pauli-ev princip iskljucivanja.

Vidimo, da skup brojeva popunjenosti {ns}, sa vrednostima koje mogu
biti 0 ili 1, na jedinstven nacin odredjuje antisimetri¢no stanje |V, ) fermion-
skog sistema. To znaci da je u sluc¢aju sistema fermiona (kao i kod bozona)

®Uzmimo na primer sistem od 3 Cestice, koji je opisan vektorom |1)1]2)2|3)3 (ovde smo
uzeli da je k1 = 1, ko = 21 k3 = 3). Permutovanjem mozemo dobiti ukupno 6 vektora
koje superponiramo u antisimetri¢nu kombinaciju

1
v, :—( 1)112)2]3)s — [1)113)2]2)s — [2)1]1)2]3)s
Wa) 75 [1)112)2[3)s — [1)1]3)212)3 — [2)1]1)2[3)
+12)113)2[1)s — [3)1[2)2(1)s + |3>1\1>2|2)3) :
Svaki od operatora permutacije iz grupe od 6 operatora, moze se realizovati uzastopnom
primenom operatora permutacije parova cestica P; ;. Tako se na primer

Pa|1)1]2)2[3)3 = [2)1]3)2(1)3 ,
moze realizovati putem dve uzastopne permutacije parova Cestica
Pal1)1]2)2[3)s = P3Py 2[1)1]2)2]3)s = Po,3[2)1]1)213)s = [2)1[3)2[1)s,

pa je parnost ove permutacije jednaka jedinici. Ovde treba napomenuti da pomenuta
faktorizacija neke permutacije na permutacije parova Cestica nije jednoznacna, ali je
parnost permutacije nepromenljiva veli¢ina.
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energetski nivo Ey, 3 nedegenerisan
FD

Konstantu normiranja C, je lakSe odrediti nego u sluc¢aju bozona jer sada
nema istih kvantnih brojeva. To znaéi da se suma (6.29) sastoji od N!
ortonormiranih vektora, tako da uslov normiranja

(W |W,) = |Cu’N! =1, (6.33)

daje
1
S .34
Ostaje jos da izracunamo veliku statisticku sumu. Posto je za fermione,
kao sto je bio slucaj i kod bozona, degeneracija energetskih nivoa Ey, 5! jed-
naka jedinici, izracunavanje veli¢ine = se svodi na izraz oblika (6.25), samo
sto sada svaki od brojeva popunjenosti ny moze uzeti samo dve vrednosti
ng =0,1. To znaci da suma po ny u izrazu (6.25), ima samo dva clana

1
Z ePns(er—1) — 1 4 e Bles—n) (6.35)
ny=0

pa za fermionski sistem dobijamo

Erp = [ [ (1 + e—ﬁ<5f—ﬂ)>+1 , (6.36)
f
odakle sledi
Qpp = —kTY In (1 + e_ﬂ(sf_“)> . (6.37)
!

Na kraju, mozemo primetiti da izraze za veliku statisticku sumu za sva tri
slucaja (izrazi (6.15), (6.27) i (6.36)) mozemo zajedno obuhvatiti formulom

1

Z(a) =[] (1 + ae*ﬁ@f*“)) . (6.38)
!
aizraze (6.16), (6.28) i (6.37), za veliki termodinamicki potencijal formulom

Q(a) = —%T > I (1 + ae*mff*“)) , (6.39)
f
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gde parametar a, u zavisnosti od toga koja je vrsta cestica u pitanju, uzima
vrednosti

0, MB
a=< —1, BE (6.40)
1, FD.
Ovde treba napomenuti da slu¢aj a = 0, zapravo predstavlja grani¢nu

. — i 1
vrednost a — 0, koju za = ra¢unamo na osnovu formule lim,_o(1+az)z =
e”, a za () primenom I’"Hopital-ovog pravila.

6.4 Statistika brojeva popunjenosti

U dosadasnjem razmatranju sistema neinteragujucih identi¢nih cestica
videli smo da skup brojeva popunjenosti {ns} jednocesti¢nih stanja, jed-
noznacno odredjuje stanje sistema identi¢nih bozona i fermiona, koje moze-
mo predstaviti u vidu

In1,no, ..., np, .., (6.41)

1 kome pripada svojstvena vrednost energije Ey, = > FIFES U slucaju
bozona ovaj zapis koristimo za simetri¢nu kombinaciju (6.17), a u slu¢aju
fermiona za antisimetriénu (6.29). U oba slucaja spektar energije hamil-
tonijana (6.1) je nedegenerisan, tako da pomenuti vektori obrazuju bazis u
prostoru stanja identi¢nih Cestica. Za bozone vektori (6.41) obrazuju bazis
u simetri¢nom potprostoru, gde brojevi popunjenosti n; uzimaju vrednosti
iz skupa nenegativnih celih brojeva, a za fermione bazis u antisimetricnom
potprostoru, gde my moZe uzeti samo dve vrednosti ny = 0,1. Ovako
obrazovan prostor se u kvantnoj mehanici zove prostor druge kvantizacije,
a odgovarajuca reprezentacija vektora stanja i opservabli — reprezentacija
druge kvantizacije. U prostoru druge kvantizacije mogu se opisivati sis-
temi sa proizvoljnim brojem cestica IV, jer ne postoji ograni¢enje na sumu
brojeva ny koji definisu bazis (6.41).

S druge strane, u slucaju sistema Boltzmann-ovih ¢estica skup brojeva
popunjenosti {ns} ne odredjuje na jednoznacan nacin stanje sistema, jer
ovom skupu odgovara veci broj linearno nezavisnih vektora, koji formiraju
svojstveni potprostor sa svojstvenom vrednoSéu energije E, o Ciji je ste-
pen degeneracije dat korigovanom formulom (6.11). To znaci da skup {ny}
definiSe svojstveni potprostor dimenzije g?[ni}. Dakle, u slucaju Boltzmann-

ovih Cestica vektori (6.41) ne ¢ine bazis, ve¢ to moze biti proizvoljan skup
ortonormiranih vektora

In1,m2, .. gy A) A:1,2,...,g?4an}; (6.42)
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u svakom od svojstvenih potprostora kompozitnog hamiltonijana. Ovako
definisan bazis definiSe ceo prostor stanja, i u njemu mozemo opisivati samo
sistem Boltzmann-ovih cestica, dok sisteme fermiona i bozona opisujemo
samo u jednom njegovom delu: simetricnom u slucaju bozona formiranog
od bazisa (6.17), odnosno antisimetricnom u slu¢aju fermiona formiranog
od bazisa (6.29). U analizi koja sledi ravnopravno ¢emo koristiti oznaku
(6.41) kako za identi¢ne ¢estice (bozone i fermione) tako i za Boltzmann-
ove Cestice, s tim §to ¢emo imati u vidu da u slu¢aju bozona i fermiona
(6.41) oznacava bazisne vektore, a u slucaju Boltzmann-ovih Cestica svo-
jstvene potprostore dimenzije g?an}. U svakom sluc¢aju radi se o stanju sa
svojstvenom vrednoscu energije Ey, .

Uvedimo sada operator broja popunjenosti jednocesticnog kvantnog
stanja f, i oznacimo ga sa ny. Ovaj operator na vektore (6.41) deluje
na sledeé¢i nacin

ﬁf\nl,ng, R (3 PR > = nf]nl,ng, R (7 PR > . (643)

Od ovih operatora mozemo formirati operator ukupnog broja cCestica
N=Y g, (6.44)
f

koji deluje po sledecoj formuli

N|n1,n2,...,nf,...> = <an) |ni,no, ... np, ...
f
= Nlni,ng,...,np,...). (6.45)

Vidimo da vektori (6.41), za oba operatora (7i; i N) predstavljaju svo-
jstvene vektore.

6.4.1 Raspodela verovatnoce po brojevima popunjenosti

Odredimo sada verovatnoéu W(n,), da se u jednocesticnom kvantnom
stanju odredjenog kvantnim brojem ¢ (sa pripadaju¢om energijom ¢4) nadje
ng Cestica. U tom cilju nadjimo najpre verovatnoéu W (N, {ns}), da sistem
ima N cestica, a da brojevi popunjenosti pripadaju skupu {ns}. Posto
je ova verovatnoca ekvivalentna verovatnoéi da sistem ima N cCestica i da
bude u stanju sa energijom Ey,, 1, trazenu verovatnocu mozemo dobiti tako
§to ¢emo izraz (5.89) za raspodelu verovatnoce po kvantnim stanjima ve-
likog kanonskog ansambla, pomnoziti odgovarajuc¢im stepenom degeneracije
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9{n,} energetskih nivoa Ey, 1. Na taj nacin dobijamo

*B? ny(ef—p)
e
W(N{ns}) = gpnpy———=—- (6.46)

Da bismo nasli trazenu verovatno¢u W(n4) (da u jednocesticnom stanju
energije €, bude ngy Cestica, nezavisno od toga koliki je ukupan broj cestica u
sistemu) potrebno je da izvrsimo sumiranje po svim moguéim vrednostima
ostalih brojeva popunjenosti

=By ng(ep—n)
> Yinsre

Wing =S 3 W, {ny}) = L7

N=0{ns} f#g

. (6.47)

(1]

gde smo koristili prelaz oblika (6.24). Na osnovu izraza za veliku statisticku
sumu

_ =B nglef—m) Bne(ee
Z=) 9mpe =D gpl e (648
{nr) oy

sledi
e Praleg—r) s} [T e Prster—n)
{ns}t f#9 f#g

W(ng) = Z g{nf}l—[efﬁnf(sffu)
{ns} f

(6.49)

Analizirajmo najpre slucaj Bose-Einstein-ove i Fermi-Dirac-ove statistike,
za koje je ggn,y = 1. Tada je

e—Png(eg—w) H Ze—ﬁnf(ﬁf_ﬂ)

—PBng(eg—p)
. f#gns e Treve
W(ng) - Hze—ﬁ”f(gf_.“) - Ze‘ﬁ”g(gg_#) ) (65())
Iy g
U slucaju bozona, na osnovu (6.26), dobijamo
WBE(”g) — e—ﬁ"g(gg—#) (1 _ 6‘5(%‘#)) , (6'51>

dok je, na osnovu (6.35), za fermione

-1
WFD(”g) = e‘ﬁ”g(gg_ﬂ) (1 + e‘ﬁ(%‘ﬂ)) . (652)
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U slucaju Maxwell-Boltzmann-ove statistike je g(,,3 = 1/][; ns! pa for-
mula (6.49) daje

nLgle—ﬁng(Eg—M) I1 Z% e—Bns(es—p)
f#gny
l;lanf' e—Bng(er—p)
ng
nLg! efﬁng(sgiu)
= = . (6.53)
z 1 e_/gng(gg_/“)

]
ng!
ng=0

Wag(ng) =

Izraz u imeniocu predstavlja razvoj u red eksponencijalne funkcije

oo

Z i e*ﬁng(sg*u) = exp (e*ﬁ(fgfﬂ)> , (654)
ng!
ng=0" 9
g
pa je
—Bng(eg—p)
Wns(ng) = # exp <—e_5(€9_“)) . (6.55)

ng!
Dobijeni zakon raspodele u matematici je poznat kao Poisson-ova raspo-
dela.b

Na kraju analizirajmo kako dodavanje jedne cestice u kvantno stanje
sa energijom &, zavisi od ve¢ prisutnog broja Cestica ny u tom stanju,
odnosno posmatrajmo odnos verovatnoca W(ng + 1)/W(n4). Posto je za
bozone dati odnos nezavisan od n,: Wgg(ng + 1)/Wgg(n,) = e PEa—H),
zakljucujemo da verovatnoca dodavanja jedne ¢estice u dato stanje ne zavisi
od toga koliko se ¢estica veé¢ nalazi u tom stanju. Bozoni kao da ispoljavaju
tendenciju formiranja grupa ¢estica. Za razliku od njih, u jednom kvantnom
stanju moze biti najvise jedan fermion, tako da oni ispoljavaju osobinu
odbijanja. U sluc¢aju Boltzmann-ovih cestica je Wyg(ng + 1)/Wus(ng) =
e~ PEa=1) /(n,4-1), odakle vidimo da je verovatnoéa dodavanja jedne Gestice
u stanje sa energijom €, utoliko manja, ukoliko je broj ve¢ prisutnih cestica
ng u tom stanju veci.

6.4.2 Srednje vrednosti brojeva popunjenosti

Predjimo sad na odredjivanje srednjih vrednosti brojeva popunjenosti
ny. Posto je broj Cestica sistema proizvoljan radicemo u velikom kanonskom

6Za diskretnu promenljivu n (n = 0,1,2,...) kazemo da ima Poisson-ovu raspodelu,
ako je raspodela verovatnoce data formulom W(n) = % e, gde je A > 0.
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ansamblu. Na osnovu formule (5.94) za srednju vrednost imamo

R 1 & / —BYng(er—p)
(ng) = (fy) = = Z Z 9{ns;y Ng €
N=0{ns}
1 =B nglep—p)
= = Zg{"f} nge . (6.56)
{ns}
Primetimo da dobijeni izraz mozemo napisati u formi
1 0 B2 nplef—n)
M) = gz an | Lwre
BE Oeg
{ns}
1 0E O(—kTInE)
= ——-— —=———" 6.57
BE Ogg Oegy ’ (6.:57)
odnosno u kona¢nom obliku
0
= —. 6.58
() = 5 (6.59)

Posto je € za sve tri statistike, dato izrazom (6.39), formula za srednji broj
popunjenosti jednocesti¢nih energetskih nivoa glasi

1

o et (6.59)

(ng) =
Na Slici 6.1, za sva tri slucaja smo graficki predstavili zavisnost srednjeg
broja popunjenosti (ng4) od veli¢ine B(e; — p).
Analizirajmo prvo sluc¢aj a = 1, koji odgovara Fermi-Dirac-ovoj statis-
tici )

= ST (6.60)

(ng)rp

Sa grafika vidimo da je uvek 0 < (ng)pp < 1, 5to je posledica ¢injenice da n
moze uzeti samo vrednosti 01 1. Sem toga (ng)pp — 0, kada (g — p) —
0o (eg — w(T) > kT). Ovde treba imati na umu da je i sam hemijski
potencijal funkcija temperature u(7) i da, kao Sto ¢emo nesto nize videti,
oblast (G(ey — ) — oo odgovara visokim temperaturama. To znaci da je
pod navedenim uslovom popunjenost jednocesti¢nih kvantnih stanja, ¢ije
su energije ve¢e od vrednosti hemijskog potencijala na datoj temperaturi
gg > p(T), veoma mala. S druge strane (ng)pp — 1, kada (g — p) —
—00, odnosno p(T') —e4 > kT. Drugim rec¢ima, za jednocesticna kvantna
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—>
0 ﬁ(Eg—,Ll)

Slika 6.1: Graficki prikaz zavisnosti srednje vrednosti broja popu-
njenosti (ng) jednocesti¢nog kvantnog stanja g (sa pripadajuéom en-
ergijom £4) od veli¢ine B(eg — ). Oznaka FD stoji za Fermi-Dirac-ovu
statistiku (a = 1), BE za Bose-Einstein-ovu (a = —1), dok oznaka MB
stoji za sluc¢aj Maxwell-Boltzmann-ove statistike (a = 0).

stanja sa energijom koja je manja od vrednosti hemijskog potencijala €4 <
p(T) i za koja je ispunjeno pu(T') — g4 > kT, mozemo reéi da su potpuno
popunjena. Ova situacija, koja je suprotna prethodnoj, javlja se na niskim
temperaturama.

Formula za Bose-Einstein-ovu statistiku za koju je a = —1 glasi

1
(Ng)pg = B 1’ (6.61)
i izvedena je pod uslovom e, > p(T') (za svaki jednocesti¢ni nivo ¢4, na
proizvoljnoj temperaturi) tako da analiza u ovom slucaju ima smisla samo
u oblasti B(ey — p) > 0, gde je (ng)pp analiticka funkcija od B(ey — p) i
kada je 0 < (ng)pp < 0o. Veli¢ina (ny)gp ispoljava singularno ponasanje
kada p postane jednako €4. To ¢e se desiti u onom momentu kada p kao
funkcija temperature, dostigne vrednost najnizeg energetskog nivoa ¢; (ako
su nivoi g4 poredjani po rastué¢im vrednostima). Tada (ng)gp — 00, i ova
pojava se zove Bose-Finstein-ova kondenzacija.
U slucaju Maxwell-Boltzmann-ove statistike (a = 0), imamo

(ng)yp =€ ™1 (6.62)

Primetimo, da kada je ispunjen uslov B(ey — p) > 1 (g4 — u(T) > kT),
formule (6.60) za Fermi-Dirac-ovu, i (6.61) za Bose-Einstein-ovu statis-
tiku, prelaze u formulu (6.62) za Maxwell-Boltzmann-ovu statistiku. U
tom slucaju je za sve tri statistike (ny) < 1. U ovom regionu razlika
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izmedju Fermi-Dirac-ove i Bose-Einstein-ove statistike nestaje, tako da sis-
tem mozemo tretirati Maxwell-Boltzmann-ovom statistikom koja odgovara
klasi¢nom sluc¢aju. Posto znamo da sa porastom temperature kvantni efekti
iS¢ezavaju i sistem pocinje sve vise da se ponasa klasi¢no, zakljucujemo da
uslov 4 — pu(T') > kT odgovara ponaSanju sistema na visokim temperatu-
rama. Posto su vrednosti energetskih nivoa ¢, fiksirane (i nezavisne od T')
da bi navedeni uslov za T' > 0 bio sigurno zadovoljen, hemijski potencijal
w(T) na tim temperaturama mora biti negativan p(7') < 0 i to tako da vazi
\1(T)| > kT (odnosno fugacitet treba da ispunjava uslov z = e < 1).
Na nizim temperaturama kada navedeni uslov prestaje da bude ispunjen,
razlika izmedju statistika postaje znacajna i onda moramo voditi rac¢una o
vrsti Cestica koje proucavamo, tako da za bozone moramo primeniti Bose-
Einstein-ovu statistiku, a za fermione Fermi-Dirac-ovu.

6.4.3 Fluktuacije brojeva popunjenosti

Da bi odredili relativnu fluktuaciju brojeva popunjenosti ng, pored
velic¢ine (ng4), potrebno je da znamo i <n§> Po definiciji nalazimo

1 =B ng(ef—p)
(ng) = =D _9mpnge
{ns}
1 92 =B nyplef—np) 1 §%2=
et = _— g{n }6 f = P . (6.63)
2= 0e2 {%:f} ! B2E Oe

Kombinacijom sa (6.57) sledi

1 8= 1 /02\? 10°mE=
("3> _<ng>2 = 322 De2 T ;= (%) - 32 9e2
= Ugy = g g
B 1 0 (O(—kTInE)\  109(ny)
B Oeg ( Deg ) B Odeg ' (6.64)

S e il ) e

Odavde, s obzirom na izraz (6.59), za sve tri statistike dobijamo

2\ 2
(ng) = {ng)” _ Sl = L, (6.66)

(ng)? (ng)
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Vidimo da je u slu¢aju Maxwell-Boltzmann-ove statistike (a = 0) dis-
perzija brojeva popunjenosti D(ng) = <n§> — (ng)? jednaka srednjoj vred-
nosti (ngy), Sto je inace karakteristika Poisson-ove distribucije, koja opisuje
zakon raspodele verovatnoce po brojevima popunjenosti za ovu vrstu statis-

tike. Relativna fluktuacija u ovom slu¢aju iznosi ——, pa su fluktuacije
A% (ng)
brojeva popunjenosti normalne. U Fermi-Dirac-ovom slucaju (a = 1) fluk-

tuacije su ispod normalnih , /ﬁ — 1, i postaju prakticno zanemarljive na
)

niskim temperaturama kada (ny) — 1. Najzad, u slu¢aju Bose-Einstein-ove

statistike (a = —1), fluktuacije su iznad normalnih |, /<n—1g> + 1, i za razliku

od Fermi-Dirac-ove statistike ostaju konacne ¢ak i na niskim temperatu-
rama.
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Kvantni idealni gas

U prethodnom poglavlju detaljno smo izlozili metodologiju prouc¢avanja
kvantnih sistema sastavljenih od neinteragujuc¢ih identi¢nih kvantnih ob-
jekata. Da bi razvijeni metod primenili na neki odredjeni sistem potrebno je
da znamo jednocesticne energetske nivoe €4, koje dobijamo reSavanjem svo-
jstvenog problema jednocesticnog hamiltonijana (6.2). U ovom poglavlju
prouci¢cemo kvantne sisteme sastavljene od slobodnih ¢estica, koje ¢ine gas
Cestica. Prvo ¢emo prouciti sistem sastavljen od identi¢nih bozona, a po-
tom sistem sastavljen od identi¢nih fermiona. Najpre je potrebno resiti
svojstveni problem jedne slobodne cestice, a potom pre¢i na analizu gasa
cestica. Posto se efekti Bose-Einstein-ove i Fermi-Dirac-ove statistike uz-
imaju u obzir tek za sistem cestica, rezultati koje ¢emo dobiti za jednu
Cesticu bi¢e nam od pomodi pri proucavanju kako bozona, tako i fermiona.

7.1 Svojstveni problem slobodne cestice

Posmatra¢emo slobodnu ¢esticu koja se nalazi u oblasti zapremine V', za
koju ¢emo radi jednostavnosti pretpostaviti da je oblika kocke, ivica duzine
L. Hamiltonijan slobodne ¢estice ima oblik H = §2/2m, pa Schrodinger-
ovu jednacinu u koordinatnoj reprezentaciji mozemo predstaviti u vidu

2m \ 9z2 + Oy? + 022

2 2 2 2
_h ( 0 0 0 ) V(z,y,2) =eV¥(z,y,2), (7.1)

gde je ¢ energija ¢estice. Ako talasnu funkciju napisemo u obliku proizvoda
U(x,y,2) =Yg (x))y(y)Y.(2) gornja jednacina postaje

21 d%(z) B2 1 dPy(y) A2 1 d%a(2)
C2mie(z) da? 2muy(y) dy? 2m(z)  d2?

=c. (7.2)
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Posto ¢lanovi na levoj strani predstavljaju funkcije od x,y i z respektivno,
njihov zbir ¢e predstavljati konstantnu veli¢inu, samo ako je svaki od njih
takodje konstanta, odnosno

W d*y, R? 24y, B2 24,
_% de - Em%: 5 _% _dy2 = Syl/)y s —% d:E2 = 521/)2 R (73)
uz uslov
Exteyte,=¢. (7.4)

Primecujemo da se trodimenzioni svojstveni problem slobodne cestice svodi
na tri nezavisna jednodimenziona svojstvena problema, duz odgovarajuc¢ih
koordinatnih osa x, y i 2 sa pripadaju¢im energijama e, €, i £,. Odavde
lako nalazimo opSte reSenje, recimo prve jednacine, u obliku

V2me, V2me,
5 x | + B cos 5 x| .

Yy (x) = Ay sin ( (7.5)
Posto je kretanje Cestice ograniceno na oblast zapremine V = L3, zidovi
ove oblasti ponasace se kao neprobojna potencijalna barijera, pa ¢e talasna
funkcija biti razlicita od nule samo u oblasti V', a van nje kao i na njenim
granicama bic¢e ¥, = 0. Ako ivice kocke postavimo duz koordinatnih osa,
sa temenom u koordinatnom pocetku, zahtev 1, (0) = 0 daje B, = 0, dok
¥z (L) = 0 proizvodi

h2
szmnm, nx:1,2,..., (76)
odakle vidimo da je ¢, kvantovana veli¢ina, a kako hamiltonijan sadrzi samo
2
kineticku energiju ¢, = 5—;; isto vazi i za odgovarajucu projekciju impulsa
h
Pz = 5 N ng=1,2,... . (7.7)

Smenom (7.6) u (7.5) dobijamo

by = \/%sin ("’fx> : (7.8)

gde smo konstantu A, = \/2/L odredili na osnovu uslova normiranja za
talasnu funkciju.
ResSenja za funkcije v, i 1, dobijamo na slican nacin, pa je ukupno

reSenje oblika

8 . [MNpTx\ . [(MyTY\ . [(N,TZ
| :\/vsm( 17 )Sln( yL )sm (T) , (7.9)
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dok su moguce vrednosti za energiju

h2
gnxanyvnz - 8mL2 (ni + nz + ng) y (7.10)
i impuls cestice
L hng o hny, .  hn, |
p:2_;€x+2_£ley+2_;eza (7.11)

gde pored broja n,, i ostali brojevi n, i n., takodje uzimaju vrednosti
iz skupa pozitivnih celih brojeva. Iz dobijenog izraza za talasnu funkciju,
vidimo da je stanje Cestice potpuno odredjeno skupom kvantnih brojeva
Ng, Ny 1 ny, ili kvantovanim impulsom Cestice p’ oblika (7.11). Takodje, iz
izraza za energiju vidimo da vec¢em broju stanja moze odgovarati ista vred-
nost energije, pa su energetski nivoi slobodne cestice degenerisani. Pored
toga, razmak izmedju susednih energetskih nivoa je veoma uzak,! tako da
mozemo smatrati da je spektar energije kontinualan i da moze uzimati sve
vrednosti od 0 do oo.

Poslednje zapazanje nam dozvoljava da sa sumiranja neke veli¢ine po
kvantnim stanjima predjemo na integraciju po moguc¢im vrednostima en-
ergije cestice. U tom cilju potrebno je odrediti energetsku gustinu stanja,
koju mozemo dobiti iz formule Q(e) = 9T'(e)/0e, gde je I'(¢) ukupan broj
kvantnih stanja ¢ija je energija manja ili jednaka nekoj unapred zadatoj
vrednosti €. Trazeni broj stanja iznosi

I(e) = > 1, (7.12)

L2
n2 +n§ +n2< 8722 €

a posto brojevi ng,n, i n, mogu uzimati samo pozitivne celobrojne vred-
nosti, gornju sumu mozemo priblizno dobiti kao 1/8 zapremine sfere (tj.

onog dela koji lezi u prvom oktantu) poluprecnika R = \/8";1—525, sa cen-

trom u koordinatnom pocetku koordinatnog sistema, na ¢ije ose nanosimo
odgovarajuce vrednosti kvantnih brojeva n,,n, i n,. Na taj nacin dobijamo

1[4 /8mL2\*/? ATV ;
Tle)~ = | 2 == =_——(2 /2 d
©) 8[3( o) n| = weme @y
odakle sledi oxV
o
Q(e) = F(sz"/wg, (7.14)

"Mozemo uzeti da je interval izmedju dve susedne vrednosti energije Ae =~ h?/8mL?,
pa u slucaju elektrona koji se nalazi u kocki ivica duzine L = lcm imamo Ae ~ 10732],
§to je ispod rezolucije mernih instrumenata.
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iz. Cega se moze zakljuciti da gustina stanja raste sa povecanjem energije
cestice. Imajuci u vidu da je spektar energije prakticno kontinualan, do-
bijeni rezultat nam dozvoljava, da sumiranje neke velicine f(en,n,n.) PO
svim moguc¢im kvantnim stanjima odredjenih kvantnim brojevima ng,,n, i
n., zamenimo integracijom po celom energetskom prostoru

Z f(gnz,ny,nz) -

Mg My, Nz

OHg

Q(e) (5)d5— Y (2m )3/2jf )Wede. (7.15)

Ukoliko umesto kvantnih brojeva, stanja indeksiramo impulsima p iz skupa
(7.11), tada sumiranje neke veli¢ine f(|p’|) po svim moguéim vrednostima
impulsa, mozemo zameniti integracijom po celom impulsnom prostoru. Na

osnovu veze £(p) = P’ , iz poslednjeg izraza direktno sledi
o0
. 47rV
S FUE) = [ 9v) Fp) d j Fp) P dp, (7.16)
7 0
gde veli¢ina g(p) = 4”‘/ p? predstavlja gustinu stanja u impulsnom prostoru,

tj. broj kvantnih stanja ¢iji intenziteti impulsa leze izmedju p i p + dp.

7.2 Idealni gas bozona

U ovom odeljku detaljno ¢emo prouciti kvantni idealni gas sastavljen
od identi¢nih bozona. Pre toga neophodno je da se blize upoznamo sa
osobinama nekih matematickih funkcija koje su neophodne za proucavanje
ovog kvantnog sistema.

7.2.1 Bose-Einstein-ove funkcije

Funkcije realne promenljive z (0 < z < 1) definisane u vidu integrala

xn—l

z=ler — 1

1
I'(n)

Gy(2) = dz (7.17)

O;ﬁg

zovemo Bose-Einstein-ovim funkcijama, gde je I'(n) gama funkcija, a n
parametar (n > 0za 0 < z < 1, dok je n > 1 za z = 1). Za uvedene
funkcije vaze rekurzivne relacije

0GT(z) 0G}(2)

+ _ n _ n
Gna2) =2 0z  Olnz ’ (7.18)
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koje se mogu dobiti polazeé¢i od definicionog integrala.?
Za male vrednosti parametra z, funkcije G, (2) mozemo izracunati tako
Sto ¢emo deo podintegralne funkcije razviti u red po stepenima od z

1 1 o0 N 00 i
ey ze—x_l —— = ze % Z (Ze—x) — Z (Ze_x) . (7.19)
k=0 k=1

gde smo iskoristili ¢injenicu da izraz 1/(1 — ze™®) predstavlja sumu ge-
ometrijskog reda, ¢iji je koliénik ze™. Smenom u (7.17), a potom inte-

gracijom dobijenog izraza sledi

GH(z) = % i 2" Tx”_le_k‘”dx

k=1 0
1 =z T 1 2k
= — t"lemtdt = —— —T 7.20
T(n) Z nj p(n)z RLn). (7.20)
k=1 0 k=1
tako da je konacno
o0 2 .3
Z —z+—+3—n+ (7.21)
Za z = 1 Bose-Einstein-ove funkcije se svode na Riemann-ove funkcije
G (1) = ¢(n) definisane izrazom
1
((n) = an— +2—n+3—n+ (7.22)

koje konvergiraju za m > 1 i ¢ije najcesc¢e koriS¢ene vrednosti dajemo u
Tabeli 7.1.

?Diferenciranjem izraza (7.17), a nakon toga resavajuéi dobijeni integral parcijalnom
integracijom, nalazimo

oGt (z) T gty ten 1 T . 1
0z B J (z7ter — 1) dv = I'(n) j d Sz ler —1
1 "L’n71 * T n—1
T(n) z—ter — 1, F(n) bf z—lez -1 d (")

n— 1)z

(
(n—1)r n—l)f o 161_1 dx:G:_l(z).
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n ¢ n| ¢ n ¢
2 | 72/6=1,645 |3 |1,202|3/2] 2,612
4] 74/90=1,082 | 5| 1,037 | 5/2 | 1,341
6 7

7%/945 = 1,017 1,008 | 7/2 | 1,127

Tabela 7.1: Riemann-ove funkcije za neke vrednosti celobrojnih i
polucelobrojnih argumenata.

7.2.2 Osnovne termodinamicke jednacine

Neka se gas neinteragujuc¢ih slobodnih bozona nalazi u zapremini V.
U cilju dobijanja jednacina stanja za ovaj sistem podjimo od Kramers-ove
relacije (4.33) u koju ¢emo uvrstiti izraz (6.28) za veliki termodinamicki
potencijal

2
PV =—kTY In(1- e_[”(%m_”) , (7.23)
5

gde smo uzeli u obzir ¢injenicu da u sistemu slobodnih bozona sa spinom
s = 0 ulogu kvantnog broja igra impuls ¢estice® p, kome pripada energija
g5 = p*/2m. Na osnovu formule (6.61) ukupan broj Eestica u sistemu iznosi

N=Y(np =3 ﬁ . (7.24)
2 poe \Im —1

Sada ¢emo na osnovu relacije (7.16), sa sumiranja po impulsima preéi na
integraciju u impulsnom prostoru. Ovde treba primetiti da u slucaju kada
1 — 0, ¢lanovi koji odgovaraju impulsu p' = 0 u svakoj od suma u izrazima
(7.23) i (7.24) postizu jako velike vrednosti, a posto integracija razmatranih
¢lanova u impulsnom prostoru u tacki p’= 0 ne daje nikakav doprinos, ove
¢lanove je neophodno prikazati u vidu odvojenih sabiraka, kako bi prelaz
sa sume na integral bio korektan

PV = —kTn (1 . eﬁ“) - ]f—gv Tln 1— e_ﬁ(%_“) drp*dp, (7.25)
0

3Posto kvantni broj spina bozona s pripada skupu celih nenegativnih brojeva, radi
jednostavnosti mozemo uzeti da je s = 0, tako da je stanje Cestice potpuno odredjeno
brojevima ng, ny i n,, odnosno kvantovanim impulsom p'iz odeljka 7.1. Ako uzmemo da
je s # 0 tada je stanje slobodne ¢estice pored impulsa p odredjeno i vrednoséu magnetnog
spinskog kvantnog broja ms (koji za dato s moze uzeti 2s + 1 vrednost) pa bismo pored
sumiranja po svim vrednostima impulsa p, morali izvrsiti i sumiranje po svim vrednostima
kvantnog broja ms. Kao sto ¢emo videti, sumiranje po ovom kvantnom broju moramo
uzeti u obzir kada u pododeljku 7.3.2 budemo razmatrali jednac¢inu stanja za fermionski
sistem, jer kod fermiona s ne moze biti jednako nuli.
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oo

1 \%4 1
e -1 hﬂjeﬁ<;ﬂ_u)—1

Analizirajmo sada doprinos izdvojenih ¢lanova u svakom od izraza. U
oblasti visokih temperatura, kada je Su(T) < 0 (videti diskusiju na kraju
pododeljka 6.4.2), fugacitet z = ePP uzima veoma male vrednosti 0 < z <
1, pa u tom slucaju, ¢lanovi koji odgovaraju impulsu p' = 0 imaju zane-
marljivu vrednost u odnosu na ¢lanove koji odgovaraju impulsima p # 0.
Kako temperatura opada, z raste, tako da ovi ¢lanovi postizu znacajne
vrednosti koje su uporedive sa ¢lanovima izrazenih u obliku integrala. U
ovoj oblasti, koja odgovara kona¢nim temperaturama, razmotrimo najpre
izraz (7.26). U njemu prvi ¢lan odgovara broju ¢estica u stanju sa nultim
impulsom (odnosno energijijom €59 = 0) pa ¢emo ga oznaciti kao

1 1

N: =
07 ehn—1 z1-1°

(7.27)

odakle vidimo da na dovoljno niskim temperaturama, kada z postane blisko
jedinici, ovaj ¢lan postaje jako veliki i ne moze se izostaviti. Iz uvedene
relacije za Ny (0 < Ny < N) mozemo odrediti fizicki prihvatljive vrednosti
koje moze uzeti z, za proucavani idealani gas bozona. ReSavajuci poslednju
jednacinu po z dobijamo

No

= — 2
=N (7.28)

odakle zaklju¢ujemo da fugacitet mora biti nenegativna veli¢ina manja od
jedinice (0 < z < 1), adausluc¢ju Ny > 1, prilazi jedinici z — 1, preko nizih
vrednosti. Ostaje jo§ da analiziramo doprinos prvog ¢lana u izrazu (7.25),
kada z uzima vrednosti bliske jedinici z < 1. U ovom slu¢aju posmatrani
¢lan se ponasa na slede¢i nacin: —k7T In(1 — z) = kT In(1 + Ny) ~ In Ny <
In N, i moze se u termodinamickom limesu zanemariti u odnosu na drugi
¢lan koji je proporcionalan ukupnom broju cestica N. U svakom slucaju,
prvi ¢lan u (7.25) mozemo zanemariti bez obzira na temperaturu sistema,
tako da izraze (7.25) i (7.26) posle uvodjenja smene x = Bp?/2m, mozemo
prepisati u obliku

3 o0
P (2mrmkT)2 1 1 -
= z21n (1 —z2e7%)da, (7.29)
kT h3 VT Of ( )

3 o0 1
N-Ny, (2mmkDT): [ 1 2
0 _ (2mmkT)z (1 | v dx>. (7.30)
2 0
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Prvi izraz mozemo da transformiSemo tako Sto ¢emo u integralu koji u
njemu figurise da izvrsimo parcijalnu integraciju?

3 [e'e) 3
P (2rmkT)2 1 x2
— = d . 7.31
LT h3 (%%ﬁ{z%x_l $> ( )

Primetimo da izraz u zagradi, na osnovu (7.17) predstavlja Bose-Einstein-
ovu funkeiju G¥ (2), dok u izrazu (7.30) prepoznajemo funkciju G (2), tako
2 2

da konac¢no dobijamo

P 1

T
N — Ny 1
T

gde je Ar termalna talasna duzina definisana relacijom (2.88). Dobijene
jednacine igraju kljuénu ulogu u predstojecoj analizi termodinamickih os-
obina proucavanog sistema.

7.2.3 Idealni gas bozona na visokim temperaturama

Da bismo nasli termicku jedna¢inu stanja (tj. odredili vezu izmedju
velicina P, V' i T') potrebno je da iz formula (7.32) i (7.33) eliminiSemo
fugacitet z. To mozemo da u¢inimo tako §to ¢emo jednacinu (7.33) da
resimo po z, a potom dobijeni izraz uvrstimo u (7.32). Ovu transformaciju
eksplicitno je moguée sprovesti jedino na dovoljno visokim temperaturama
(z < 1), kada se ¢lan Ny (koji je funkcija od z) moze zanemariti u odnosu
na N, tako da (7.33) postaje

N 4 i NP 22 23
7 :Gg(z):;W:ZjLW—I—W—F-“, (7.34)

“Pomenuti integral resavamo na sledeéi nagin

In(1—ze ")d (

f 22 In (1—ze ")dz =
0

3
x?2

N———

g W =

—_

3

- —Tﬂcéd(ln (1 fzefﬂ) .

Prvi ¢lan na desnoj strani jednak je nuli, a drugi posle diferenciranja po = konacno daje

I

wl N 0;38

2 In (1 — zefz)

[\ [eV]

0

3

T 1 - 17 oz
e2Iln(1—ze ")de = -5 | 55— du.
oj %szle -1
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gde prime¢ujemo da na ovim temperaturama, ¢lan na levoj strani, na os-
novu formule (5.4), predstavlja malu veli¢inu. Pod ovim uslovom, dobijenu
jednacinu mozemo reSiti tako Sto ¢emo z izraziti u vidu reda po novoj
promenljivoj %)\% (tj. primeniti razvoj u red inverzne funkcije)

= (N 5\ N N 3\°
z= Zag (V/\g’) =a (VA%) + aso <V)\§'~) + - ,  (7.35)

(=1

gde prva tri koeficijenta u ovom razvoju iznose®

1 1 1
a] = 1, a9 = —m, az = <Z — W) . (736)
Ako sada izraz (7.35) uvrstimo u formulu (7.32) sledi

k
P, X2 1S N 4\°

k=1 k=1 =1

Razvijanjem desne strane dobijamo red po stepenima od %)\% Prikazujuci
prva tri ¢lana u razvoju imamo

P 3 N3 aj N3 2
ﬁ)\T =aq (v)\T) -+ (W +CL2 V)\T

a‘i’ ai1as N 3 3
+ W -+ QW + as V)\T + - 5 (738)

(P9 G- ()] o

oo
U opstem slucaju ako su poznati koeficijenti Ay u razvoju x = 3 Az, tada ko-
k=1

odnosno

PV = NkT

o0
eficijente a¢ u razvoju inverzne funkcije z = 3 asz‘, mozemo izracunati tako sto ¢emo
=1

k

oo oo

drugi red uvrstiti u prvi: © = > Ag ( > agcc£> a potom, nakon sredjivanja desne strane
k=1 =1

po rastué¢im stepenima promenljive z, izjednaciti izraze uz odgovarajucée stepene sa obe

strane jednakosti. Ovde navodimo vrednosti za prva tri koeficijenta

1 . As A2 A,
1= 2 — — 3,
A3
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Iz dobijene jednacine stanja vidimo da se na veoma visokim temperatu-
rama (T — oo, Ay — 0) jednacina stanja svodi na klasi¢nu jednacinu
(2.90). Pri tom mozemo da primetimo, da korekcije koje poticu usled kva-
ntnih efekata zavise od odnosa termalne talasne duzine Ay prema srednjem
rastojanju izmedju cestica (V/N)'/3 i imaju negativan predznak, $to znagi
da kvantna jednacina stanja daje nesto manju vrednost za pritisak nego
klasi¢na jednacina. Ovo se moze obrazloziti time, da i pored toga Sto u
sistemu nema interakcija, kao da postoji neka vrsta uzajamnog privlacenja
izmedju bozona (koja je ¢isto kvantne prirode, i izvire iz simetri¢nog oblika
vektora stanja bozonskog sistema) koja smanjuje intenzitet udara estica o
zidove suda, Sto dovodi do smanjenja pritiska.

Zapazimo da iz formule (7.32) i Kramers-ove relacije 2 = — PV mozemo
veliki termodinamicki potencijal da predstavimo u obliku
KTV
Q=— 3 Gi(z), (7.40)
T 2

odakle, na osnovu formule (4.53), sledi
0 1 3 V

Imajuéi u vidu (7.32), u delu izraza na desnoj strani prepoznajemo pritisak
sistema, tako da kaloricka jednacina stanja ima formu
3
U= 5 PV . (7.42)
Iz dobijene formule mozemo primetiti da unutrasnja energija ima isti oblik
zavisnosti od pritiska i zapremine kao klasi¢na formula, koji sledi iz izraza
(2.85) i (2.90).
Da bi unutrasnju energiju izrazili u funkciji temperature, dobijenu kalo-
ricku jednac¢inu ¢emo kombinovati sa termickom jednacinom (7.39), odakle

sledi
2 (50)- G- ()] o

Ovde primec¢ujemo da je unutrasnja energija idealnog gasa bozona manja
nego u klasi¢nom sluc¢aju (uporediti sa formulom (2.85)). Napomenimo da
dobijena formula vazi na visokim temperaturama (jer termicka jednacina
koju smo koristili pri njenom izvodjenju vazi u toj oblasti), za razliku od
formule (7.42) za koju to ograni¢enje ne vazi.

3
U= - NEkT
2
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Pazljivim diferenciranjem poslednjeg izraza po temperaturi, dobijamo
izraz za toplotni kapacitet

() (D)

Ocigledno je da u klasicnom limitu Ay — 0, toplotni kapacitet prelazi u
svoju klasi¢nu vrednost Cy = %N k. Na nesto nizim temperaturama (ali
dovoljno visokim da bi analizirana formula jos uvek vazila) korekcije usled
kvantnih efekata uti¢u na povecanje toplotnog kapaciteta. Posto po tre¢em
zakonu termodinamike Cy — 0, kada T" — 0, zaklju¢ujemo da je Cy (T
nemonotona funkcija i da za neku kona¢énu vrednost temperature prolazi
kroz maksimalnu vrednost.

Cy = §Nk

5 (7.44)

7.2.4 Bose-Einstein-ova kondenzacija

U analizi ponasanja idealnog gasa bozona na nizim temperaturama (z <

1) moramo uzeti u obzir ¢lan Ny u formuli (7.33) koji smo na visokim

temperaturama mogli da zanemarimo. Posto Ny oznacava broj bozona u

stanju sa impulsom p = 0, tada ¢e broj bozona koji se nalaze u stanjima sa
impulsima p'# 0, biti

N =N - Ny, (7.45)

gde je N ukupan broj ¢estica. Sada jednacinu (7.33) mozemo predstaviti u
formi

v
N = Z Gi(z), (7.46)
T 2
odakle vidimo da N’ zavisi od z, koje moze uzeti vrednosti izmedju 01 1. U
ovom intervalu G (2) je monotono rastuéa funkcija (videti formulu (7.21)),
2

tako da isti zakljucak vazi i za funkciju N’(z). U tacki z = 1 funkeija G (2)
2
dostize maksimalnu vrednost G;r(l) =( (%), §to znaci da maksimalan broj

2
bozona koji mogu biti u ekscitovanim stanjima iznosi

N, . =N(z=1)= %g (g) . (7.47)
T

Razmotrimo sada uticaj temperature na razmestaj cestica po kvantnim

stanjima. Iz poslednjeg izraza vidimo da je N},,,(T) monotono rastuca

funkcija temperature, tako da ¢ée na temperaturama koje su iznad neke
kriticne vrednosti T' > T, biti N/, ,.(T) > N, gde je N ukupan broj cestica

max
u sistemu. Vrednosti za z koje odgovaraju ovom temperaturskom regionu
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Ny (T>T0)
P#0 W N'
P=0 N,
Ny (T <T¢)
P#0 mmo“l N’
7=0 loeeeeceeses N,

0

Slika 7.1: Distribucija bozona po kvantnim stanjima u funkciji veli¢ine
N}vae(T). Gornji crtez prikazuje situaciju iznad T¢, kada ima dovoljno
mesta da sve Cestice budu smestene u stanja sa impulsima p’ # 0, dok
na temperaturama ispod T, (donji crtez) samo deo ¢estica moze biti u
ekscitovanim stanjima, a ostatak se mora smestiti na osnovni nivo ' = 0.

nalazimo reSavanjem jednacine (7.46) odakle, zbog monotonog ponasanja
funkcije G1(2) i odnosa N’ < N < N/ ... sledi da za T > T, fugacitet z(T)
2

mora biti strogo manji od jedinice. Dalje, na osnovu formule (7.27) sledi da
je za z < 1 broj cestica Ny konacan pa se u poredjenju sa ukupnim brojem
cestica N > 1 moze zanemariti N' = N — Ny =~ N, odakle zaklju¢ujemo da
se u ovoj temperaturskoj oblasti prakti¢no svi bozoni nalaze u ekscitovanim
stanjima sa impulsima p’'# 0 (Slika 7.1).

Postavlja se pitanje Sta ¢e se desiti ako temperaturu snizimo ispod
kritiéne vrednosti T' < T, tako da maksimalan broj cCestica koje se mogu
smestiti u stanja sa impulsima p' # 0, postane manji od ukupnog broja
cestica u sistemu, tj. N/ ,.(T) < N. Tada ¢ée samo deo bozona biti u
stanjima p # 0, a preostali bozoni ¢e se nuzno smestiti u osnovno stanje
P = 0 (koje moze da primi neograni¢en broj bozona). Dakle, od ukupnog
broja bozona N = N’ + Ny samo deo N’ = N/, .. ¢e biti u ekscitovanim
stanjima, dok ¢e se ostatak

|4 3
N():N_ernam:N_A_gg<§> ) (748>
T

smestiti na osnovni nivo. Ako vrednost za Ny uvrstimo u (7.28) mozemo
za region T' < T, da odredimo ta¢nu vrednost fugaciteta kao funkciju tem-
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<y
Ty

<y
<y

(a) (b)

Slika 7.2: Osencena oblast predstavlja deo faznog prostora koji obuh-
vata sva moguéa mikrostanja kondenzovanih cestica u slucaju: (a)
Bose-Einstein-ove kondenzacije koja se odigrava u impulsnom prostoru
(b) uobicajene prostorne kondenzacije, koja se javlja pri prelasku sis-
tema iz gasovite u tec¢nu fazu.

perature

z=1-—

1
- (7.49)

)
N 1=K 3]+
odakle vidimo da za N > 1 dobijamo z = 1, tako da u ovoj oblasti z
praktiéno ima konstantnu vrednost.
Pojava akumuliranja cCestica bozona na osnovni nivo poznata je kao

Bose-Einstein-ova kondenzacija. Uslov za ovu pojavu je N} . (T) < N,
odnosno

V 3

Ako broj cestica N i zapreminu V posmatramo kao konstantne veli¢ine,
navedeni uslov mozemo izraziti u vidu

[SM] ]

(N
2mmk \ V¢ (3)

(7.51)

Odavde zakljucujemo da ¢e do fenomena Bose-Einstein-ove kondenzacije
do¢i kada temperatura padne ispod kriti¢ne vrednosti

wWIN

o P (N 1
C2mmk\V((3))

(7.52)

koja se naziva temperatura kondenzacije ili temperatura degeneracije, za
koju vidimo da zavisi od mase ¢estica m i njihove gustine % Za sam idealni
gas bozona ispod ove temperature kazemo da je degenerisan. Dakle, na
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TIT,

1 T/T. 0 c

C

Slika 7.3: Zavisnost brojeva No/N i N'/N u funkciji redukovane tem-
perature T'/T.. Na T = 0 sve Cestice su u osnovnom stanju. Sa poras-
tom temperature njihov broj opada i Cestice se sele na viSe nivoe, da bi
na kriti¢noj temperaturi (i iznad nje) osnovni nivo bio potpuno prazan,
a sve Cestice presle u ekscitovana stanja.

temperaturama ispod kriticne vrednosti T' < T, u sistemu ¢e postojati dve
“faze”: normalna koju ¢ini N' = N . bozona koji se nalaze u ekscitovanim

stanjima i kondenzovana koju ¢ini No = N — N, .. bozona koji se nalaze
u osnovnom stanju. U prostornom smislu obe faze su pomesane, tj. ne
postoji deo prostora u kome bi se grupisali bozoni sa impulsom p'= 0 i deo
prostora u kome bi se grupisali bozoni sa impulsom p # 0. Drugim rec¢ima,
sistem je homogen po celoj svojoj zapremini jer se pomenuta kondenzacija
dogadja u impulsnom, a ne u koordinatnom prostoru i ne treba je mesati
sa kondenzacijom koja nastaje pri faznom prelazu iz gasovite u te¢nu fazu
sistema tec¢nost-gas (Slika 7.2).

Odredimo sada udeo broja bozona Ny/N koji su u osnovnom stanju i
udeo bozona N'/N, koji su u ekscitovanim stanjima, u odnosu na ukupan

broj cestica N. Na temperaturama koje su ispod kriticne T" < T, vazi

N =N ow = % ¢ (2), pa ako odavde uz pomo¢ formule (7.52) eliminisemo
zapreminu dobijamo
3
N’ T\2
— = | = 7.53
- (5) (7.53)
a kako je Ng = N — N/, sledi
N T?
0
—=1—-(= . 7.54
v=1-(7) &

Dobijene veli¢ine u funkciji od temperature prikazane su na Slici 7.3. Vidi-
mo da sa snizavanjem temperature raste broj kondenzovanih bozona i da
su na T' = 0 prakti¢no svi bozoni kondenzovani. S druge strane, u oblasti
T > T, svi bozoni su u ekscitovanim stanjima, a osnovni nivo je prazan.
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Z. 1 z(T)
1 x
0
T, r
H(T)

Slika 7.4: Zavisnost fugaciteta z i hemijskog potencijala p idealnog gasa
bozona, od temperature. U oblasti T' < T¢, obe funkcije su konstantne
z =1, p = 0, a na temperaturama iznad 7. monotono opadaju i to tako
da z(T) lezi u intervalu 0 < z < 1, dok je hemijski potencijal negativan
w(T) < 0.

Ispitajmo jos ponaSanje veli¢ine z u funkciji od temperature (Slika 7.4).
Iz formule (7.49) znamo da je u intervalu 0 < T' < T, fugacitet z prakti¢no
jednak jedinici. Na temperaturama T > T, je N’ = N pa iz jednacine
(7.46) sledi
N NhR3 1
) — Va3
G3 (Z) = % )\T V(27ka)3/2 T3 " (755)

Odavde vidimo da kada T raste, G§(z) opada. Posto je G (2) monotona

2 2
funkcija, zaklju¢ujemo da i z mora da opada sa porastom temperature
(dz/dT < 0). U grani¢nom sluc¢aju visokih temperatura (Ay — 0) imamo
G3(2) < 1, pa s obzirom na formulu (7.21) u ovoj oblasti vazi G (2) =~
2

z, §to u kombinaciji sa poslednjim izrazom, daje asimptotsku fOI‘ZIl’lu za
fugacitet

N
V

2= =N~ T2, (7.56)
Primetimo da se uslov z < 1 poklapa sa kriterijumom 3. < % koji odre-
djuje prelaz sa kvantnog na klasican opis sistema.

Na osnovu ustanovljenog ponasanja funkcije z(7) mozemo odrediti i
ponasanje hemijskog potencijala p(7T') u funkciji temperature. Posto u in-
tervalu 0 < T < T, fugacitet ima vrednost z = ePr = 1, sledi p = 0. Da
bismo odredili ponasanje hemijskog potencijala na temperaturama 7" > T,
izrazimo p u funkciji od z: p = kT In z. Diferenciranjem ovog izraza po T,
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dobijamo 1 T
1 z

a7 = klnz + —ar
Kako su oba ¢lana s desne strane negativna (prvi jer je z < 1, a drugi
zato $to je z monotono opadajuca funkcija od T') bi¢e du/dT < 0, pa
zakljuéujemo da je u(7T") negativna monotono opadajucéa funkcija temper-
ature. Na veoma visokim temperaturma p se, imajuéi u vidu asimptotsku
formu za z, ponasa na sledeéi naécin

(7.57)

N
p=kTlnz~kTIn (VA%> ~-ThhT, (7.58)

odakle primec¢ujemo da na visokim temperaturama hemijski potencijal uz-
ima jako velike negativne vrednosti i to tako da vazi Su(T) — —oo, kao Sto
smo zakljucili u pododeljku 6.4.2.

7.2.5 Idealni gas bozona na niskim temperaturama

Diskutujmo najpre termicku jednacina stanja. U oblasti 0 < T < T,
posto je z = 1, iz jednacine (7.32) mozemo odrediti zavisnost pritiska od

temperature
3
2rmk\2 (5 5

odakle vidimo da u ovoj temperaturskoj oblasti pritisak ne zavisi od za-
premine, sto znac¢i da kompresibilnost sistema divergira Ky — oo. Ako
pritisak izrazimo u funkciji redukovane temperature 7'/T., dobijamo

3
P(T) = C(z)NkrTc(T z

= 5:0,5134
¢(3) V )

1

Na temperaturama ispod kriti¢ne vrednosti T, pritisak koji daje kvantna
jednacina stanja, manji je od onog koji dobijamo na osnovu klasi¢ne jedna-
¢ine. Za T = T, pritisak je skoro dva puta manji u odnosu na klasican
slucaj. Ovo se moze obrazloziti time, da pored smanjenja pritiska usled
efektivnog privlacenja bozona koje proistice iz simetricnog oblika vektora
stanja i koje je karakteristicno na svim temperaturama, na niskim tem-
peraturama usled postojanja Bose-Einstein-ove kondenzacije sve veéi broj
bozona se nalazi u stanju sa impulsom p = 0, ¢ime se broj udara o zidove
suda dodatno smanjuje, pa samim tim i pritisak.

U oblasti T" > T, jednacina (7.59) vise ne vazi jer je sad z < 1, i za
ovu oblast jednacinu stanja mozemo dobiti eliminacijom veli¢ine z iz izraza

5
NkT. (T\2> _NkT
——. (760
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Slika 7.5: Jednacina stanja idealnog gasa bozona u (P,T) dijagramu.
Puna kriva odgovara kvantnoj jednacini stanja (7.62) koja se na niskim
temperaturama (oblast (1) na slici), moze predstaviti u eksplicitnom
obliku (7.59), dok na visokim temperaturama (oblast (2) na slici) ima
oblik (7.39). Isprekidana linija oznacena strelicom, prikazuje klasi¢nu
jednacinu stanja, u koju prelazi kvantna jednacina u limesu T — oco.

(7.32) i (7.33). Posto je u ovoj oblasti Ny ~ 0, jednac¢inu (7.33) mozemo
napisati u obliku

Gi(2) = ﬂ)\%. (7.61)

2 V

Medjutim, u oblasti kona¢nih temperatura izraz na desnoj strani ne pred-
stavlja malu veli¢inu, tako da ne mozemo koristiti inverzan razvoj tipa
(7.35) kako bismo z eksplicitno izrazili u funkeciji veli¢ine £ A3 i potom
ga eliminisali iz izraza (7.32). U ovoj situaciji preostaje nam da jednac¢inu
(7.61) najpre numericki resimo po z, a zatim tako dobijeno resenje uvrstimo
u jednacinu (7.32), koja se uz pomo¢ (7.61), moze napisati u implicitnom
obliku

Nk [ G5 (2)
vV o\GiR))
2

(7.62)

koji podseca na klasicnu jednacinu stanja. Na veoma visokim tempera-
turama poslednja jednac¢ina dobija oblik (7.39). Sada posedujemo sve ele-
mente da u (P,T') dijagramu damo graficki prikaz jednacine stanja duz cele
temperaturske skale (Slika 7.5).

Razmotrimo sada unutrasnju energiju i toplotni kapacitet kao funkcije
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temperature. Kombinacijom (7.42) i (7.62) dobijamo implicitnu formulu

U 3NkT Gg(Z) 7.63
2

koja vazi na svim temperaturama, odakle mozemo zakljuciti da se un-
utrasnja energija, kao funkcija od T, ponasa na isti nacin kao i pritisak.
Uvrstavajuéi (7.59) u (7.42) mozemo odrediti eksplicitan izraz

3
3 2rmk\2 (5 5

za unutrasnju energiju kao funkciju od T u oblasti T' < T..
Implicitnu formulu za toplotni kapacitet (koja vazi za proizvoljno T')
nalazimo polazeéi od izraza za unutrainju energiju®

15G5)(2)  9Gy)(2)
Cy = Nk 22502 9 5/2 (7.65)
4 Gs/z( ) 1/2(2)
®Diferenciranjem (7.63) po T (uz konstantno V i N) sledi
0G5 (2) (2)
c 3Nk G;/Q(z) (59/72“ 3/2(2') 5/2(2) 3/2

Vv =3 + 2

2 G3/2(Z) (G;/2(2)>

Ako sa parcijalnog diferenciranja Bose-Einstein-ovih funkcija po T predjemo na diferen-
ciranje po z, i uz to se posluzimo rekurzivnom relacijom (7.18) dobijamo

Cv — §Nk G;,F/g(z) T 0z 1 5/2(Z)G1/2(Z)

+
2 Gi.(z) 20T
3/2 ( 3/2(2,))
U cilju eliminacije izvoda 0z/9T, diferencirajmo (7.61) po fugacitetu

8T 30;/2(2) al
9z 2T 0z

0G5)5(2) _ Noxpor _ 3
9z V9T 9z 2T

i iskoristimo €injenicu, da na osnovu rekurzivne relacije (7.18), vazi

an (2) 1
/2 +
Y GI/Q(Z) )

pa je
To:  3Gip)
20T 2 Gj’m( 2)’

§to smenom u poslednji izraz za Cy, kona¢no daje (7.65).
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Cy

®
0 TC T

Slika 7.6: Graficki prikaz zavisnosti toplotnog kapaciteta Cy idealnog
gasa bozona od temperature.

U oblasti T' < T, toplotni kapacitet mozemo izraziti u eksplicitnoj formi,
diferenciranjem izraza (7.64) po temperaturi

15 (2mmk\: (5 s 15C(3) . (T\?
o= () <) - Tm(E)

T\ 3
= 1,9252NI<;(T) : (7.66)

c

odakle vidimo da se na niskim temperaturama toplotni kapacitet ponasa
po zakonu Cy ~ T3/2. i da u skladu sa tre¢im zakonom termodinamike
Cy — 0, kada T — 0 (Slika 7.6). Na kriticnoj temperaturi T = T,
toplotni kapacitet, ima veé¢u vrednost nego Sto daje klasi¢na formula Cy =
1,9252 Nk > %Nk. Detaljna analiza opste formule (7.65) pokazuje da je
Cy (T) neprekidna funkcija, koja u tacki T' = T, ima maksimum, dok izvod
OCy /OT u istoj tacki trpi skok. Pored toga, u oblasti T > T, toplotni
kapacitet je monotono opadajuca funkcija, koja na jako visokim tempera-
turama prilazi klasi¢noj vrednosti %N k u skladu sa formulom (7.44).

Nasu diskusiju ponaSanja idealnog gasa bozona zavrsicemo analizom
entropije u oblasti 7' < T.. Stavljajué¢i z = 1 u formulu (7.40) nalazimo
veliki termodinamicki potencijal

KTV )

odakle vidimo da €2 ne zavisi od p (hemijski potencijal u ovoj oblasti je
jednak nuli) ve¢ samo od T'i V. Sada jednostavno, na osnovu formule
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(4.32), nalazimo entropiju
5.V (5
=3 Agg( ) (7.68)

Iz dobijene formule vidimo da se na niskim temperaturama entropija ponasa
po zakonu S ~ T3/2, tako da u skladu sa treéim zakonom termodinamike
S — 0, kada T' — 0. S obzirom na relaciju (7.47) entropiju mozemo pred-
staviti u funkciji broja bozona N’, koji se nalaze u ekscitovanim stanjima

5.C(3)
S = 2/<:C(%)N (7.69)

Odavde primecujemo da je na temperaturama ispod 7T, entropija propor-
cionalna broju bozona koji se nalaze u ekscitovanim stanjima sa impulsima
P # 0, dok bozoni sa impulsom p'= 0 ne daju nikakav doprinos entropiji.
Na T = 0 svi bozoni se nalaze u stanju sa impulsom p = 0 ¢ime prestaje
svako kretanje, tako da sistem postaje potpuno uredjen i njegova entropija
postaje jednaka nuli.

7.3 Idealni gas fermiona

Pre nego sto predjemo na proucavanje kvantnog idealnog gasa sasta-
vljenog od identi¢nih fermiona da¢emo kraci pregled osobina matematickih
funkcija koje ¢e biti neophodne za teorijsko razmatranje ovog sistema.

7.3.1 Fermi-Dirac-ove funkcije

U jednacinama koje opisuju gas identi¢nih fermiona pojavljaju se fu-
nkcije realne promenljive z (0 < z < 00), definisane izrazom

G, Oj gl (7.70)

i zovu se Fermi-Dirac-ove funkcije. Ovde je kao i ranije I'(n) gama funkcija,
a n > 0 parametar. Primetimo da se uvedene funkcije razlikuju od funkcija
G, (z) samo po znaku jedinice u imeniocu integrala, a lako se da proveriti
da i za njih vaze rekurzivne relacije istog oblika

0G, 0G, (2)

G- (2) =2 gz(z): S (7.71)
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Za male vrednosti z, deo podintegralne funkcije mozemo razviti u red
na sledeci nacin

1 _ 1 _ _ank
Sl = xmzze"”z“ze )

= i ze )" (7.72)

=1

k
Zamenom ovog izraza u (7.70), sledi

1 (ee] o
G (2) = Z DAL [anteheda, (7.73)
(n k=1 0
odakle nakon izvrsene integracije dobijamo
_ P 22 23
Gn(z):Z( 1)kt — =z _2_71_1_3_”_.... (7.74)

k=1

U tacki z = 1 Fermi-Dirac-ove funkcije mozemo povezati sa Riemann-ovim
funkcijama, dodavanjem i oduzimanjem dvostruke sume po parnim indek-
sima,

_ - 1 =1 =1
Gull) = (ZH)k ﬁ”z(%)”)_zz(%)”

k=1 k=1 k=1
1 2 X1 1 1
= _—— —_— = 1 — _
Z kn mn Z kn ( 2n—1) Z kn ) (7 75)
k=1 k=1 k=1

odnosno

G (1) = (1 - in_l) ¢(n). (7.76)

Da bi proucili ponasanje funkcije G, (z) u oblasti velikih vrednosti
parametra z, transformisa¢emo (7.70) na sledeéi nacin

o0 n—1
_ x
0

1 e 1
-1
( elnz— x+1)dx+few lnz+1d

Il
= O%——F
3 = ) h
) 3
3
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pa ako u prvi integral uvedemo smenu ¢t =Inz —x, audrugit =z —Inz,
sledi

(Inz)" - 1}2’ (Inz— t)m—l » TM

L(n)Gy (2) = n et +1 et +1

dt. (7.78)

U prvom integralu podintegralna funkcija ima znac¢ajne vrednosti samo za
malo t dok za vece vrednosti (a posebno u oblasti ¢ &~ Inz > 1) brzo pada
ka nuli, tako da gornju granicu mozemo zameniti beskona¢nom vrednoséu,
a potom oba integrala napisati zajedno

nz)" T n2)"1 _(1—-¢/lnz)"!
I'(n)G, (z) = % + (In Z)nfl f (1+t¢t/Inz) . +(11 t/Inz) "
: (7.79)

Izraz u brojiocu podintegralne funkcije mozemo da razvijemo u binomni
7
red

() () R G - (éﬂ |
7.80

odakle vidimo da se ¢lanovi sa parnim ideksima k = 2¢ (¢ = 0,1,2,...)
poniStavaju, tako da ostaju samo ¢lanovi sa neparnim indeksima k = 2+ 1

n—1 n—1 00 2041
t t n—1 t
(1 y F) - (1 - F) =22 (3re0) () - @

Uvrstavanjem nadjenog izraza u (7.79) nalazimo

_ In z)™ 2 <~ /n-1 T 2+l n—20—2
Gu(2) = Ewo)L) T 2 (2/3+ 1) (fmd’f> (1n2)" 272 (7.82)

=0 0

U integralu prepoznajemo izraz I'(2{ 4 2)G5, , (1) koji mozemo na osnovu
(7.76) da predstavimo preko Riemann-ove funkcije

v (n z)" P — n—1 1
@)=t T T ; (26 + 1)“% +2) <1 - W)
X C(20+42) (Inz)"~26-2 (7.83)

"Izraz u obliku stepena binoma (14 z)® (a je realan broj) razvija se u stepeni red po
formuli
a « k
1 =
(4o =3 (k) ,

gleje (7) =g II j= =g w () = 1.
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tako da nakon sredjivanja koeficijenata u sumi kona¢no dobijamo

2§( ﬁj)(l_#)

j=n—20—1

_, v (lnz"

X ((20+2) (In 2)2“] . (7.84)

U svim prakticnim izracunavanjima, koja ¢e biti od interesa, dovoljno je
uzeti samo prvi ¢lan u sumi

G;(z):(ln—z)n)<1+n(n_1>ﬁ2 ! +) (7.85)

I'n+1 6 (In z)2

Formula koja u oblasti velikih vrednosti z daje razvoj u red funkcije G, (2)
po stepenima od Inz, u literaturi je poznata kao Sommerfeld-ova lema,
i bice od velikog znacaja prilikom analize ponasanja fermionskog gasa u
niskotemperaturskoj oblasti.

7.3.2 Osnovne termodinamicke jednacine

Da bismo odredili jednacine stanja idealnog gasa identi¢nih fermiona
sa spinom s, sledi¢emo proceduru koju smo sproveli za gas bozona. Stanje
fermiona je sada pored impulsa p odredjeno i magnetnim spinskim kvant-
nim brojem mg. Na osnovu Kramers-ove relacije i izraza (6.37) za veliki
termodinamicki potencijal, sledi

- —ﬁ<i—ﬂ)

PV=kTY > Ifl4+e \™ , (7.86)
P Mms=—s

dok ukupan broj cestica u sistemu iznosi

VX ¥ ) =X Y s (080

F ms=—s F ms=—s ¢ \2m

2m _“> +1

Posto ¢lanovi koje sumiramo ne zavise od mg, sumiranje po ovom kvantnom
broju se svodi na mnozenje suma po impulsima tezinskim faktorom

g=2s+1, (7.88)
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koji odgovara broju mogucéih vrednosti projekcija spina, a sumiranje po im-
pulsima mozemo na osnovu (7.16) da zamenimo integracijom po impulsnom
prostoru, tako da prethodni izrazi postaju

o0 2
kTV —B( &= —n
PV =g~ jln (1 Te <2 )> Arptdp (7.89)
0
o0
1
N = g% f — o dmp?dp. (7.90)
0 eﬁ<%_#) +1

Primetimo da ovde nema potrebe za izdvajanjem ¢lanova koji odgovaraju
impulsu p = 0, zato $to u razmatranim sumama ovi ¢lanovi imaju kona¢nu
vrednost, za bilo koju vrednost hemijskog potencijala i, odnosno fugaciteta
z = eP* (koji sada moze uzimati vrednosti: 0 < z < 00), pa se mogu
zanemariti u odnosu na ostale ¢lanove u obe sume. Posle uvodjenja smene
T = ﬁp2/2m, analizirani izrazi postaju

3 o0
P (2rmkT)>2 0 o
T Y E R W nf v ) da
0
3 o0 3
(2mrmkT)2 1 x2
- dz | | 7.91
T \ILE) e (7.91)
3 1
N (2rmkT')2 x2
— = dx 7.92
v o (1\/—le6$+1 ) (7.92)

gde je u prvoj formuli pri dobijanju druge jednakosti izvrSena parcijalna
integracija. Izrazi u zagradama, na osnovu formule (7.70) predstavljaju
Fermi-Dirac-ove funkcije, tako da konacno dobijamo

P g
N g
VN Gy(2). (7.94)

Navedene jednacine predstavljaju polazne formule za analizu termodinami-
ckih osobina fermionskog sistema.
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7.3.3 Idealni gas fermiona na visokim temperaturama

U cilju nalazenja termicke jednacine stanja potrebno je da iz formula
(7.93) i (7.94) eliminiSemo fugacitet z. U visokotemperaturskoj oblasti
(2 < 1) trazenu jednac¢inu stanja mozemo dobiti u eksplicitnoj formi. U
ovom sluc¢aju jednac¢inu (7.94) mozemo napisati u vidu

N .3 _OO k_lzk_ 22 23
g—V)\T_Gg(z)_;(—l) GE =i g T (T99)

koju mozemo reSiti po z, tako Sto ¢emo primeniti razvoj u red inverzne
funkcije

> N ¢ N N 2
— ;N R 3 0\ . 7.96
=D <9V T) “ (gV T> T (gV T) T (796)

(=1

gde prva tri koeficijenta u konkretnom sluc¢aju uzimaju vrednosti
1 1 1
(11:1, (IQZW, a3:(z—m) (797)
Ako sada red (7.96) uvrstimo u izraz (7.93) sledi

k
P 3 < o1 2 — (D N s
(=1

Razvijanjem desne strane dobijamo red po stepenima od g%)é’« Prikazujudi
prva tri ¢lana u razvoju imamo

P 5 N |3 a% N |3 ?
—ngAT—“(g—vAT) (2—/ ) \ v

a‘;’ 2a1a2 N)\3 3 7
+ 352 25T+a3 gV T) T (7.99)

() D G
(7.100)

Iz dobijenog izraza vidimo da korekcije koje poticu usled kvantnih efekata
imaju isti oblik kao u slucaju gasa bozona, samo sa naizmeni¢nim znakom.
Posto je prvi korekcioni ¢lan pozitivan, to znaci da je pritisak gasa fermiona

odnosno

PV = NkT
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veéi nego u klasiécnom slucaju. Razlog za ovo lezi u tome jer se fermioni
pokoravaju Pauli-evom principu, $to znaci da se dva fermiona ne mogu
naéi u istom kvantnom stanju (opisanog kvantnim brojevima p'i ms), pa
kao da izmedju njih postoji neka vrsta odbijanja (koja je kvantnomehanicke
prirode) §to dovodi do povecanja intenziteta udara fermiona o zidove suda
i uzrokuje povecanje pritiska. Takodje, mozemo da primetimo da na veoma
visokim temperaturama (7" — oo, Ay — 0) korekcije usled kvantnih efekata
postaju beznacajne, pa se jednac¢ina stanja (7.100) svodi na klasi¢nu jedna-
¢inu (2.90).

Nadjimo sada kaloricku jednacinu. Najpre je potrebno da nadjemo
veliki termodinamicki potencijal. Iz formule (7.93) sledi

kTV
Apoo 2
Odavde nalazimo unutrasnju energiju
0 3 |4
U=|—=p30 = —gkT — G 7.102
koja se u kombinaciji sa (7.93), moze predstaviti u formi
3
U= 3 PV, (7.103)

odakle vidimo da se dobijena kvantna jednacina poklapa sa klasicnom.

Da bismo unutrasnju energiju izrazili u funkciji temperature potrebno
je da znamo termicku jednac¢inu. Na visokim temperaturama termicka
jednacina ima oblik (7.100), pa iz (7.103) sledi

() ) G
(7.104)

Diferenciranjem dobijenog izraza po temperaturi (pri konstantnim V' i N)
nalazimo toplotni kapacitet

3 1 (N 4 1\ / N 2
oo PR —)\3)+(———) (_x%) L
V=3 [ 8\/§<gVT ov3 4)\gv'"

(7.105)

Dobijene formule pokazuju da u limesu Ay — 0, kako unutrasnja energija,
tako i toplotni kapacitet prelaze u svoje klasi¢ne vrednosti. Na nesto nizim
temperaturama korekcije usled kvantih efekata dovode do povec¢anja un-
utrasnje energije i smanjenja toplotnog kapaciteta u odnosu na klasicne
vrednosti.

U:;Nk:T
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7.3.4 Fermi-eva temperatura i Fermi-eva energija

Odredimo najpre ponasanje hemijskog potencijala p na niskim tempe-
raturama. Podjimo od jednacine (7.94). Posto je u ovoj oblasti z > 1,
funkciju G (2) mozemo razviti u red po formuli (7.85), zaustavljajudi se

2

na prvom korekcionom ¢lanu

No_og PP e 1
VX TO) 8 (Inz)?
drg [ 2m\ >/ 32 2 1
= 2= T1 1+ ——+...) . (71
3 (h2> (kT1nz) + g (lnz)2+ (7.106)

U limesu z — oo (T' — 0) korekcioni ¢lan jednak je nuli, tako da mozemo
naci vrednost hemijskog potencijala na nultoj temperaturi

2
h? [ 3N \3
po =kT'lnz = - (47rgV) . (7.107)

Da bi odredili zavisnost pu(7") = kT Inz na temperaturama razlic¢itim od
nule 0 < T' << oo, napisimo (7.106) u obliku

2
M(T)) 72 ( kT )
1=|——= 1+ —= -] + |- 7.108
( 1o 8 \u(T) ( )
U korekcionom ¢lanu mozemo staviti u(7") ~ pg, a potom poslednji izraz
prepisati u obliku

) ) —2/3
W(T) = o (1 + % (k’—T> +-- ) . (7.109)

njo

Mo

Posto u niskotemperaturskoj oblasti k7" < pg, izraz u zagradi mozemo
aproksimirati po formuli (1 + z)~%/% ~ 1 — 2z, sledi

2 2
w(T) = o <1 — <Z—f) + - ) , (7.110)

odakle vidimo da je hemijski potencijal na niskim temperaturama pozitivna
velicina koja opada sa porastom temperature. PoSto se na jako visokim
temperaturama Fermi-Dirac-ove i Bose-Einstein-ove funkcije ponaSaju na
isti nac¢in G, (2) ~ G,f(2) ~ 2z mozemo zakljuciti da ée se i hemijski pote-
ncijali ponasati na isti na¢in, tj. po formuli (7.58) koju smo izveli za bozon-
ski sistem, i po kojoj je p u ovoj oblasti negativna veli¢cina. To znaci da na
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Ho

H(T)

/

Slika 7.7: Zavisnost hemijskog potencijala idealnog gasa fermiona od
temperature. U blizini apsolutne nule hemijski potencijal je pozitivan
i ponaga se u skladu s formulom (7.110), na Fermi-evoj temperaturi je
w(Tr) = 0, aiznad Tr hemijski potencijal je negativan i u asimptotskoj
oblasti T — oo ponasa se po zakonu (7.58).

nekoj konac¢noj temperaturi Tr koja se zove Fermi-eva temperatura, hemi-
jski potencijal mora biti jednak nuli u(7TF) = 0 (Slika 7.7). Iz poslednjeg
obrasca nalazimo

_ V12p0  po

ok k)
pa se Fermi-eva temperatura obi¢no definise odnosom pg = kTp. Do-
dajmo jos da na osnovu veze izmedju hemijskog potencijala i fugaciteta
z = eMD/KT 3 na bazi ustanovljene zavisnosti p(7), mozemo zakljuciti
da je z(Tr) = 1 i da u grani¢nim sluc¢ajevima vazi: z — oo kada T" — 0,
odnosno z — 0 kada T" — oc.

Ty (7.111)

Razmotrimo sada srednje vrednosti brojeva popunjenosti kvantnih sta-
nja na temperaturama 7' < Tr. Imajuéi u vidu da je kvantno stanje
fermiona odredjeno impulsom p'i projekcijom spina mg, na osnovu formule

(6.60) imamo
1

Blep—n(D) 4 1°

(M m.) = (7.112)

gde se u(T') ponasa po formuli (7.110). Analizirajmo najpre slucaj 7' = 0
kada je puo = 1(0), odakle sledi

1

("5, m.)

Iz dobijene formule vidimo da u limesu 7" — 0 (§ — o0) postoji sledeca



7.3 Idealni gas fermiona 155

<nﬁ)ms>
T
1
—T=0
1
2
\§

’ 1\ 1\,‘10 €p

Slika 7.8: Srednje vrednosti brojeva popunjenosti jednocesti¢nih kvant-
nih stanja idealnog gasa fermiona na razli¢itim temperaturama. Na
T = 0 stanja sa energijama ispod Fermi-evog nivoa po = p(0) su po-
punjena a ona iznad prazna. Na temperaturama iznad nule 0 < 71 < T5
dolazi do prelaska Cestica sa nizih na viSe energetske nivoe. Strelice na
energetskoj osi oznacavaju vrednosti hemijskih potencijala na tim tem-
peraturama: p(71) > p(T2). Iz formule (7.112) sledi da za proizvoljno
T > 0 stanja sa energijom &, = (7') imaju popunjenost (ng, m,) = 1/2.

raspodela fermiona po kvantnim stanjima

1 e <o
(Ng,ms) = { 0 2> o (7.114)

Dakle nivoi ¢ija je energija manja od pg su popunjeni, a nivoi sa energijom
iznad po nepopunjeni (Slika 7.8). Ova raspodela odgovara tzv. potpuno
degenerisanom gasu fermiona, jer se sve Cestice poStujué¢i Pauli-ev princip
nalaze u jednocesti¢nim stanjima sa najnizom energijom. Inace za fermion-
ski gas kazemo da je degenerisan ako se nalazi na temperaturama koje su
znatno ispod Fermi-eve, pa se Tr naziva i temperatura degeneracije. Iz
poslednje formule vidimo da energija koja odgovara popunjenom nivou sa
najve¢om energijom iznosi ep = pg i zove se Fermi-eva energija. U im-
pulsnom prostoru energija ¢ F odredjuje Fermi-evu sferu sa poluprec¢nikom

PE = 2mug = h<%>§ unutar koje se nalaze vrhovi vektora koji

odredjuju popunjena kvantna stanja (Slika 7.9). U sistemu koji sadrzi N
fermiona ispod Fermi-evog nivoa nalazi se tacno N popunjenih kvantnih
stanja, tako da osnovnom stanju (stanje na T'= 0) odgovara energija

PFr

S L R

|P'|<pp Ms=—
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D, T=0 P. T7>0
[ T Tel T T T T T T T 11
pFTTl\ pF'.\.' °
E::::E:::\ STelelelelelel Ts[\[e]
Py b, 5 b
Py P, T

Slika 7.9: Shematski prikaz popunjenosti kvantnih stanja u impulsnom
prostoru. Crtez levo prikazuje slu¢aj T' = 0 kada su sva stanja unutar
Fermi-eve sfere popunjena, a ona van nje prazna. Na T > 0 fermioni
koji leze ispod Fermi-eve sfere prelaze u stanja iznad Fermi-eve sfere.

Na temperaturama razlicitim od nule srednje vrednosti brojeva popu-
njenosti racunamo po formuli (7.112), odakle vidimo da ¢e fermioni sa nivoa
¢ija je energija ispod € prelaziti na nivoe cija je energija iznad ep. Drugim
recima, nivoi ispod Fermi-evog pocec¢e da se “prazne”, a oni iznad pocece
da se “pune”, i to tako Sto ¢e fermioni sa nivoa koji su neposredno ispod
€, prelaziti na nivoe koji su neposredno iznad ep.

7.3.5 1Idealni gas fermiona na niskim temperaturama

Na proizvoljnoj temperaturi jednacinu stanja mozemo, na osnovu for-
mula (7.93) 1 (7.94), da izrazimo u implicitnom obliku

G (2)
NET 5
= NKT - (7.116)
Vo \Gs(2)
2
U niskotemperaturskoj oblasti na osnovu formule (7.85) vazi
8 5m2 1
S(2) = Inz)%2 14+ —— +... 11
G%(Z) 15ﬁ(nz) <+ 8 (1nz)2jL )’ (7.117)
G5 (2) = A (In 2)3/2 1+7T—2 L (7.118)
5 ™ 8 (Inz)? ’ '
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P

0 T

Slika 7.10: Jednacina stanja idealnog gasa fermiona u (P, T") dijagramu.
Puna kriva odgovara kvantnoj jednacini stanja (7.116) u implicitnom
obliku, koja u oblasti (1), koja odgovara niskim temperaturama, ima
formu (7.120), a u oblasti (2), koja odgovara visokim temperaturama je
oblika (7.100). Isprekidana linija oznaéena strelicom, prikazuje klasi¢nu
jednacinu stanja, u koju prelazi kvantna jednacina kada T — oo.

Na desnoj strani prepoznajemo hemijski potencijal p(7) = kT In z za koji
znamo da se ponasa po zakonu (7.110), dok poslednji ¢lan mozemo aproksi-
mirati po formuli (1 + )"t ~ 1 — z, jer je: 1/(Inz)? = (kT/u(T))? ~
(kT/p0)? < 1. Nakon sredjivanja dobijamo termic¢ku jednacinu stanja na
niskim temperaturama

2N 5n2 (kT2
P=-— 1+ —(— ) 7.120
5V”O< T (uo> i ) (7:120)
Primetimo da na T' = 0 pritisak ima nenultu vrednost
2N
Py=—-—pup. 7.121
b= = 77Ho (7.121)

Ovaj rezultat je ocekivan, s obzirom da se fermioni pokoravaju Pauli-evom
principu, pa na T = 0 pored kvantnog stanja sa impulsom p = 0 popu-
njavaju i sva stanja sa impulsom p' # 0 unutar Fermi-eve sfere, sto znaci
da i na ovoj temperaturi postoji neko kretanje koje uzrokuje pritisak na
zidove suda u kome se fermionski sistem nalazi. Podsetimo se da je u
slucaju gasa bozona na T = 0 pritisak jednak nuli, jer za njih ne vazi
Pauli-ev princip, pa se svi bozoni mogu naéi u stanju sa impulsom p = 0.
Na bazi dobijenih rezultata na Slici 7.10 dat je graficki prikaz jednacine
stanja u (P,T) dijagramu.
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Slika 7.11: Graficki prikaz zavisnosti toplotnog kapaciteta Cy idealnog
gasa fermiona od temperature.

Analizirajmo sada kaloricku jednacinu. Kombinacijom (7.103) i (7.120),
za oblast T' < Tr nalazimo unutrasnju energiju

3 572 (kT\?
U= Nug| 1+ (2= 7.122

odakle vidimo da na 7" = 0 sistem poseduje energiju Uy = %N,uo = %Nsp
koja se poklapa sa energijom osnovnog stanja (7.115). Odavde lako sledi
izraz za toplotni kapacitet

kT 2 T
Cy = 7Nk (m) o Nk (7.123)

koji se na niskim temperaturama 7" < TF ponaSa kao linearna funkcija
temperature Cyy ~ T i jednak je nuli na T = 0. PonaSanje Cy na viSim

temperaturama mozemo odrediti polazeé¢i od opsteg izraza za unutrasnju
energiju

3 G5 (2)
U=-NkT 2 , (7.124)
2 G5 (2)

2
koji sledi iz (7.103) i (7.116). Odavde diferenciranjem po temperaturi
(slededi postupak primenjen u slu¢aju gasa bozona) sledi

15 G5 0(2)  9Gyp(2)
Cy = Nk < TG0 10,0 (7.125)
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Na Slici 7.11 na osnovu dobijenih rezultata dat je graficki prikaz zavisnosti
ove veli¢ine od temperature.

Na kraju nadjimo entropiju na niskim temperaturama. Da bismo odre-
dili S po formuli (4.32) potrebno je najpre da odredimo €2 u funkciji od T,
V i p. U oblasti niskih temperatura, iz (7.101) i (7.117) dobijamo

8m(2m)3/2 5/9 5m2 1
Q = - T1 1+ — 4.
T gV (kT'In 2) + 8§ (n2)2 +
8r(2m)®? o 572 (kT?
= 1+ — (= . 12
T gV + S p + (7.126)

Diferencirajuéi dobijeni izraz po T (pri konstantnim V' i p) nalazimo

_2m3(2m)3/?

S="—1 gV 2T (7.127)

Stavljajuéi pu ~ pg = kT, i eliminisuéi zapreminu uz pomo¢ (7.107) sledi

2
T T
S=—Nk—, 7.128
5 VE T (7.128)
odakle vidimo da se entropija na niskim temperaturama ponaSa po istom
zakonu kao i toplotni kapacitet Cy, i da u skladu sa treé¢im zakonom ter-
modinamike S — 0 kada T" — 0.
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Elementi fizicke kinetike

U dosadasnjem izlaganju statisticke mehanike bavili smo se proucava-
njem sistema koji se nalaze u stanju termodinamicke ravnoteze ili ucestvuju
u kvazistatickim procesima, kod kojih se makroskopski parametri sistema
menjaju veoma sporo, tako da u svakom trenutku mozemo smatrati da je
sistem u ravnoteznom stanju. Funkcija raspodele, a samim tim i srednje
vrednosti fizickih veli¢ina, u termodinamicki ravnoteznim stanjima ne za-
vise eksplicitno od vremena. U slucajevima kada se sistem ne nalazi u stanju
ravnoteze njegovo makroskopsko stanje ¢e se menjati tokom vremena. Pri
ovim procesima makroskopske vrednosti relevantnih fizickih veli¢ina, za-
vise od vremena, a u mnogim slucajevima i od prostornih koordinata. U
ovim i sli¢nim situacijama potrebno je formulisati odgovarajuée jednacine
iz kojih ¢e biti moguce odrediti posmatrane velic¢ine, kao funkcije vremena i
prostornih koordinata. Deo statisticke mehanike koji se bavi proucavanjem
neravnoteznih procesa termodinamickih sistema, zove se fizicka kinetika.
Osnovni zadatak fizicke kinetike sastoji se u formiranju tzv. kinetickih
jednacina, iz kojih je mogudée odrediti funkciju raspodele, a na osnovu nje
i druge fizicke veli¢ine, koje su od interesa za proucavani proces u kome
ucestvuje posmatrani sistem.

Teorijskom proucavanju sistema koji ucestvuju u neravnoteznim proces-
ima, u najopstijem slucaju mozemo pristupiti analizom vremenski zavisne
funkcije raspodele celog sistema, za koju znamo da zadovoljava Liouville-
ovu jednac¢inu. Medjutim, u mnogim slucajevima koji su od prakti¢cnog
interesa, mogude je primeniti nesto jednostavniji pristup, koji se zasniva na
proucavanju jednocesti¢ne funkcije raspodele. Ispostavlja se da ovaj metod
daje zadovoljavajuce rezultate, ako se radi o sistemima koji se nalaze u
stanju koje nije daleko od termodinamicki ravnoteznog stanja, ili ucestvu-
ju u procesima koji ne odstupaju znacajno od kvazistatickih.
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8.1 Jednocesticni fazni prostor

Posmatrajmo sistem od N identi¢nih cCestica koji smo reprezentovali
faznom tackom u 6N-dimenzionom faznom prostoru (I" prostor). Posto je
stanje svake od N cestica iz sistema definisano odgovaraju¢im impulsom pj; i
koordinatom 775, stanje jedne ¢estice mozemo reprezentovati tackom u pros-
toru od 6 dimenzija (tri impulsne i tri prostorne), koji se zove jednocesti-
¢ni fazni prostor ili p prostor. Stanje N-Cesti¢nog sistema u p prostoru
reprezentujemo skupom od N tacaka, pri cemu koordinate svake reprezen-
tativne tacke odgovaraju polozaju 7; i impulsu p; svake od cestica u sistemu.
Usled kretanja cestica dolazi do vremenske promene prostornih koordinata
7; svake Cestice, a usled interakcije posmatrane Cestice sa ostalim Cesticama
do promene impulsa p;, pri ¢emu ¢e svaka od N reprezentativnih faznih
tacaka u pu prostoru obrazovati svoju trajektoriju. Ukoliko se radi o sistemu
interagujuéih Cestica trajektorije pojedinih faznih tacaka u p prostoru zav-
isi¢e od trajektorija ostalih tacaka, a ako je u pitanju neinteragujuci sistem,
putanje ¢e biti nezavisne, jer nema korelacija izmedju Cestica.

Ako se sistem od N identi¢nih ¢estica nalazi u neravnoteznom stanju,
tada funkcija raspodele fN) (g, 71, ..., P, P, t) eksplicitno zavisi od vre-
mena, gde smo za generalisane koordinate uzeli vektore polozaja. Pri
prelasku na p prostor umesto N-cesticne funkcije raspodele, uvodi se jedno-
Cesti¢na funcija raspodele f(p,7,t), koju dobijamo integracijom N-Cesti¢ne
funkcije raspodele po faznom prostoru N — 1 Cestica (recimo po svim
Cesticama sem prve)

[, 7, t) = f(p1,71,t) = f FN@BL RPN, TN, ATy . (8.1)
Inv-1

Da bismo odredili fizicki smisao jednocesti¢ne funkcije podjimo od uslova
normiranja za funkciju raspodele celog sistema!

1 - ..
Nf ff(N)(pthw'~7PN,7’N7t)dFN—1 dp=1, (8.2)
I

I'n-1

1Ovde koristimo Enjenicu da u faznom prostoru sistema od N prostorno nelokalizo-
vanih identi¢nih Cestica (koje ispunjavaju ceo prostor) vazi

N N
[ dpi d7i L .. Il dpidr
= 1 dp1dr1 i—=2 1 1
dly = =2 == d = —dldlnv_1 = — dudln—
NTUNN T TN T RE (N 1) peN-1 N Nt T g QRN

gde smo sa du = dIy oznacili element zapremine jednocesticnog faznog prostora. U
daljem tekstu ¢emo, kao Sto je to uobicajeno u literaturi kada je u pitanju u prostor,
predi na sistem jedinica u kome je h = 1, odnosno du = dpdr.
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odakle sledi
[ r@.mtydu= [ [ 5,7 t)drdp=N. (8.3)
m

Posto tacke u pojedinim delovima jednocesticnog faznog prostora, reprezen-
tuju dinamicka stanja pojedinih Cestica iz sistema, a kako je njihov broj
u celom g prostoru jednak ukupnom broju cestica u sistemu N, iz do-
bijenog izraza zaklju¢ujemo da f(p,7,t) mozemo shvatiti kao vremenski
promenljivu gustinu broja cestica u u prostoru, odnosno kao broj Cestica
sa impulsom p’ i koordinatom 7, koje se u trenutku t, nalaze u elementu
jednocesti¢nog faznog prostora du = dp'dr. Odavde sledi da velic¢ine

n(7,t) = j F(p, 7 ) dp, n(ﬁ,t):j F(p, 7, ) d7, (8.4)

mozemo tumaciti kao prostornu gustinu cestica, odnosno gustinu cestica u
impulsnom prostoru, respektivno. Ako je A(p,7,t), aditivna mikroskopska
fizicka veli¢ina koja se odnosi na jednu éesticu (na primer, njena kineticka
energija ili impuls), tada veli¢ina

[ A(p,7,t) f(p,7.t)dp

J f@.7t)dp
= s [ AR £ 07 (55
koju dobijamo usrednjavanjem po svim mogué¢im vrednostima impulsa u
proizvoljnoj tacki koordinatnog dela prostora, predstavlja makroskopsku
vrednost veli¢ine A, u tacki 7 i trenutku t.

Da bi za konkretan fizicki sistem odredili jednocesticnu funkciju raspo-
dele, potrebno je najpre formirati kineticku jednacinu koju ona, kao funkcija
navedenih veli¢ina, treba da zadovoljava. U slucaju gasa sa proizvoljnim
tipom interakcije izmedju cestica, sa matematicke tacke gledista problem
izgleda jako slozeno, pa se pribegava izvesnim pojednostavljenjima, pri
¢emu se obi¢no analiziraju dve krajnje situacije. U jednoj se posmatra gas
Cestica cija je gustina jako velika, a u drugoj jako razredjeni gas. Kineticka
jednacina iz koje odredjujemo jednocesti¢nu funkciju raspodele za gas velike
gustine predstavljena je master jednacinom, a jednacina iz koje odredju-
jemo f(p,7,t) u sluéaju malih gustina, Boltzmann-ovom jednac¢inom. Naj-
pre ¢emo prouciti aproksimaciju velikih gustina.

8.2 DMaster jednacina

Posmatrajmo gas Cestica ¢ija je prostorna gustina cestica n = N/V do-
voljno velika, tako da je srednje rastojanje izmedju Gestica d ~ n~/3 manje
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od radijusa dejstva rq cestice, d < r4. To znaci da u svakom trenutku,
proizvoljna cestica iz sistema istovremeno interaguje sa velikim brojem
susednih cestica, tako da prakti¢no ne utice na distribuciju ostalih cestica,
¢ime se problem odredjivanja funkcije raspodele celog sistema svodi na anal-
izu kretanja jedne cestice u polju ostalih Cestica. Zbog neprekidnog kre-
tanja Cestica iz ostatka sistema, polje koje oseCa posmatrana Cestica stalno
fluktuira, tako da kretanje posmatrane Cestice mozemo smatrati slucajnim
procesom.

Opisani proces kretanja fazne tacke kroz p prostor podseca na kre-
tanje Brown-ove ¢estice? koji je karakteristican za niz procesa u kojima
vrsimo posmatranje vremenske evolucije neke slucajne velicine z. U slucaju
gasa identicnih cestica, x predstavlja koordinate fazne tacke u p pros-
toru, a u slucaju Brown-ove cestice, koja se krece kroz neki medij, pros-
torne koordinate Cestice (jednu ili vise, u zavisnosti od dimenzije medija).
Uopstavajuéi razmatranje (umesto jednocesti¢ne funkcije raspodele) pos-
matra¢emo gustinu verovatnoce f(z,t) proizvoljne slucajne promenljive z
u funkciji vremena. Odgovarajuca elementarna verovatnoca, da slucajna
promenljiva x u trenutku ¢ bude u oblasti dz, bice

dw(z,t) = f(x,t)dx . (8.6)

Posto je proces kretanja cestice kroz prostor promenljive x slucajan, defini-
Simo verovatnoc¢u prelaza

dwy_y = W(xy,t1 — 2, t9)dxs, (8.7)

da se cestica koja se u trenutku t; nalazila u tacki x;, u nekom kasnijem
trenutku t2 nadje u oblasti day oko tacke x3. U navedenoj definiciji funkcija
W (x1,t1 — x2,t2) predstavlja gustinu verovatnoce prelaza, pri ¢emu z1, t;
i to treba shvatiti kao parametre a xs kao promenljivu. Posto verovatnoca
w]_,, mora biti normirana po xg, vaziée

jW(ZL‘l,tl — I‘Q,tg) dmg =1. (8.8)

Ovako definisana gustina verovatnoce prelaza u tacku xs u trenutku to
potpuno je odredjena vrednoSéu x; u t; i ne zavisi od polozaja i trenutaka

2Termin nosi ime po 3kotskom botani¢aru Robertu Brown-u, koji je posmatrajuéi
kretanje cestica polenovog praha u vodenoj sredini, uoc¢io da se one nalaze u stalnom
neregularnom kretanju, ¢iji oblik putanje podseca na putanju slu¢ajnog Setaca. Uzrok
ovom kretanju lezi u neprekidnom, manje viSe slucajnom, bombardovanju Brown-ove
Cestice molekulima vode, odnosno fluida u kome se nalazi.
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koji su prethodili trenutku ¢;.> Drugim re¢ima, verovatnoc¢a prelaza ne
zavisi od prethodne istorije kretanja Cestice (pre trenutka ¢;), pa kazemo
da su cestice koje ucestvuju u tim procesima bez memorije. Za kretanje
cestice kod koga su samo sukcesivni koraci korelisani kazemo da predstavlja
Markov-ljev proces.

Primetimo da izraz (8.7) odredjuje uslovnu verovatnocu, jer smo pret-
postavili da se Cestica u trenutku £; sigurno nalazila u tacki ;. Ako zelimo
da odredimo totalnu elementarnu verovatnoéu prelaza, odnosno verovatno-
¢u da se cCestica trenutku ¢ nadje u tacki x; (koja pripada oblasti dx;),
i da u nekom kasnijem trenutku ¢ bude u tacki zo (koja pripada oblasti
dxs), izraz (8.7) treba pomnoziti elementarnom verovatnoéom dw(xi,t;)
nalazenja cestice u t; oko x1, odnosno

dw1_>2 = dw(xl,tl)dwll_)z = f(l‘l,t1> d:ch(xl, tl — X9, tQ) dCEQ . (89)
Integracijom dobijenog izraza po svim mogucé¢im pocetnim polozajima x,

dobi¢emo elementarnu verovatnoc¢u nalazenja Cestice u trenutku to u tacki
9, odnosno

dw(xz,t2> = jdwl_g = (I f(l‘l,ﬁ)W({L'l,tl — {L'Q,tg) dxl) d:L’Q y (810)
z1

odakle, s obzirom na relaciju (8.6), nalazimo

f(:l?g,tg) == ff(xl,tl)W(iL‘l,tl — ZL‘2,t2) d.’L‘l . (8.11)

Posmatrajmo dva uzastopna prelaza: najpre (z1,t1) — (x2,t2), a potom
(x2,t2) — (x3,t3). Za prvi prelaz vazi relacija (8.11), a za drugi

f(£3,t3) == ff(xg,tg)W(iL‘g,tz — :1:3,753) dl‘g . (8.12)

Uvrstavanjem (8.11) u (8.12) dobijamo

fxs3,t3) = ff(xhtl) (f W(x1,t1 — x2,t2) W(xa,t2 — x3,t3) dZEQ) dry,
(8.13)

odakle ¢itamo

W(l‘l,tl — $3,t3) == fW(.%‘l,tl — .%Q,tg)W(J)g,tg — £L‘3,t3) dxg . (8.14)

3Ukoliko bi to bio sluc¢aj tada bi u definiciji funkcije raspodele za verovatnoéu prelaza
morali da naznacimo i zavisnost od argumenata koji su prethodili pocetnom trenutku
W(...; z_1,t—1; o, to : T1,t1 — T2,t2).
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Dobijena jednacina se zove jednacina Smoluchowskog. Vidimo da smo
prelaz (z1,t1) — (x3,t3) razlozili na niz procesa, koji se sastoje iz dva
uzastopna koraka: najpre korak (z1,t] — x2,%2), a potom (z2,ty — x3,t3),
gde je zo proizvojna tacka, a to fiksni trenutak (¢; < to < t3). Pored toga,
primec¢ujemo da je verovatnoca prelaza, koji se sastoji iz dva uzastopna
koraka, jednaka proizvodu verovatnoc¢a pojedinih koraka, $to znaci da su ta
dva koraka statisticki nezavisna. Drugim re¢ima, na verovatnoc¢u ¢injenja
koraka (z2,ts — x3,t3) ne utice ¢injenica da je on usledio nakon koraka
(x1,t1 — 2, t2) 1 posledica je Markov-ljevog karaktera kretanja cestice.

Razmotrimo jos uslove pod kojima inverzija pocetnog x; i krajnjeg
stanja xs ne utice na gustinu verovatnoce prelaza, odnosno uslove pod ko-
jima vazi princip detaljnog balansa

W(xl,tl — CEQ,tQ) = W(.’L’Q,tl — CCl,tQ) . (815)

Ocigledno je da ¢e navedena simetrija biti zadovoljena ukoliko su mikrosko-
pski zakoni koji odredjuju kretanje Cestica sistema invarijantni u odnosu na
promenu znaka vremena t — —t (o inverziji vremena vise reci bi¢e u odeljku
8.7). U slucaju klasi¢nih sistema zakoni kretanja opisani su Hamilton-ovim
jedna¢inama (1.3), a ako su u pitanju kvantni sistemi Schrodinger-ovom
jednac¢inom (5.27). U oba sluc¢aja zakoni kretanja su invarijantni u odnosu
na inverziju vremena, ako je sistem konzervativan (izolovan, ili se nalazi
u vremenski nezavisnom spoljasnjem polju), pri éemu za kvantne sisteme
navedena ivarijantnost vazi samo ako se radi o cesticama bez spina.

Predjimo sada na formiranje jednacine koja odredjuje vremensku evolu-
ciju funkcije f(z,t). Podjimo od izraza (8.11), koji za dva veoma bliska
vremenska trenutka t; =t ite =t + 7, ima formu

flag,t 4+ 7) :ff(xht)W(:L'l,t—>x27t—|—7')d:131. (8.16)

Pretpostaviéemo da je 7 mala veli¢ina, tako da funkciju W (z1,t — o, t+7)
mozemo razviti u red

t t
W(xl,t—>q:2,t+7'):W(:El,t—>x2,t)+aw(x1’a’t—> o2 )T. (8.17)

Stavljajuéi t; = t9 u relaciju (8.11), a na osnovu osobine (2.23), prvi ¢lan
u poslednjem razvoju predstavlja Dirac-ovu ¢ funkciju

W(I‘l,t — l‘g,t) = (5(.7,’1 — xg) , (8.18)
a izvod mozemo predstaviti na sledeé¢i nacin
OW (z1,t,— x9,t)  W(m1,t — 29,8 + 1) — W(x1,t — 29,1

- 1
ot 5t (819
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pri cemu 6t — 0. Ako uvedemo velicinu

W(:L‘l, t— o, t+ 5t>
ot ’

koja predstavlja gustinu verovatnoce po jedini¢nom intervalu vremena, da

Cestica u trenutku ¢ izvr§i “trenutni” prelaz iz tacke x1 u tacku zo, imamo

P(t; r1 — :L‘Q) = (820)

aW(xl,g,; P28 Pt wy — 19) — & 5y — 1) (8.21)

ot
Smenom (8.18) i (8.21) u (8.17) sledi

W(zy,t — x9,t+7) = (1 - %) 0(z1 —x2) +TP(t; &1 — x2).  (8.22)

. . . 18 Verov , , " .
Posto na osnovu (8.8), gustina verovatnoce prelaza mora biti normirana na
jedinicu za svaku vrednost veli¢ine 7, nalazimo

(1 - é) =17 [ P(t; 31 — w3) das, (8.23)

pa (8.22) postaje
W(xy,t — x9,t+7) = [1 -7 fP(t; T — xh) dx'z] d(x1 — x2)
+ 7P(t; x1 — x2) . (8.24)
Smenom dobijenog izraza u (8.16), nakon integracije po x1, sledi
f@a,t+7) = f(as,t) = 7 [ flwa,t)P(t; w2 — 3b) da
+ 7 If(ﬂm,t)P(t; x1 — w2)dwy . (8.25)
Pustimo sada da 7 — 0. Imajuéi u vidu da je

8f($2,t) — lim f<$2,t+ T) - f(x27t) (8 26)
ot =0 T ’ .

i da poslednja dva integrala mozemo objediniti (jer koordinate «, i 1 pred-
stavljaju promenljive po kojima se integrali), nalazimo trazenu jednac¢inu

0 zg,t

% = f {f(fcht)P(t; x1 — x2) — f(22, 1) P(t; 22 — xl)] day. (8.27)
Dobijena jednacina se zove jednacina kinetickog balansa ili master jedna-
¢ina. Prvi ¢lan predstavlja vremenski prirastaj gustine verovatnocée nala-

zenja Cestice u tacki xo usled “priliva” cestica iz ostatka prostora u tacku
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9, a drugi smanjenje usled “odliva” cestica iz tacke xo u ostali deo pros-
tora. Na prvi pogled dobijena jednacina deluje jednostavno, ali u opStem
sluc¢aju verovatnoce prelaza P(t; x1 — x2) mogu zavisiti od broja Cestica,
odnosno funkcije f(z2,t), pa u najopstijem vidu master jednacina pred-
stavlja slozenu integro-diferencijalnu jednacinu.

Jednacina (8.27) izvedena je za funkciju raspodele u prostoru kontinu-
alne (klasi¢ne) slu¢ajne promenljive. Ako x uzima vrednosti iz diskretnog
skupa, moramo sa klasi¢nog pre¢i na kvantnomehanicki opis. Imajuéi u
vidu da f(x2,t) predstavlja broj cestica koje se u trenutku ¢ nalaze u
mikrostanju xa, potrebno je f(z2,t) zameniti brojem ¢estica IV;(t) koje se u
trenutku ¢, nalaze u kvantnom stanju ¢, a verovatnoce prelaza P(t; x1 — x2)
zameniti veli¢inama Py;(t), koje odgovaraju verovatnoéama prelaza Gestica
u jedinici vremena iz stanja k u stanje ¢. Dakle, u kvantnom slu¢aju master
jednacina ima oblik

dN;(?)
dt

= [Nk(t)Pm(t) - Ni(t)Pik:(t)] : (8.28)
ki

Razmotrimo uslove pod kojima se sistem nalazi u stacionarnom stanju,
pri ¢emu ¢emo analizu sprovesti za diskretan slucaj (isti zakljucci ¢e vaziti
i u sluéaju kontinualne promenljive). U ovom stanju brojevi N; ne za-
vise eksplicitno od vremena, pa iz (8.28) sledi Zk# NPy = Zk# N; Py..
Ova relacija opisuje stanje, u kome suma prelaza koji se dese u jedinici
vremena iz ostalih stanja u i-to stanje, mora biti balansirana sumom svih
prelaza iz i-og stanja u sva ostala stanja. Ukoliko je taj balans ispunjen
za svaki par stanja NpPi; = N,;P;, kazemo da je sistem u stanju de-
taljnog balansa, koje ne treba poistovecivati s principom detaljnog balansa.
Naime, princip detaljnog balansa predstavlja jaci zahtev, i podrazumeva
jednakost verovatnoca prelaza P;, = Pj;, za koji znamo da je ispunjen ako
su mikroskopski zakoni kretanja reverzibilni na inverziju vremena, odnosno
ako je posmatrani sistem konzervativan.

Primenu master jednacine ilustrovacemo na uproS¢enom modelu ide-
alnog gasa. Pretpostavicemo da se gas sastoji od N neinteragujuc¢ih atoma,
pri ¢emu se svaki od njih moze naéi u jednom od dva jednocesti¢na kvantna
stanja sa energijama ;1 i €2. Pretpostavicemo da se gas nalazi u kontaktu
s toplotnim rezervoarom, usled ¢ega dolazi do prelaza atoma iz jednog
u drugo kvantno stanje. Buduéi da prelazi izmedju nivoa e; i €2 nisu
uzrokovani medjusobnom interakcijom atoma, veé¢ spoljasnjim uticajem,
pretpostavicemo da verovatnoce prelaza P2 i Po; ne zavise od broja atoma
N i N3 koji se nalaze u stanjima sa energijom €1 i €2, kao ni vremena,
tako da Pja 1 P»1 mozemo smatrati konstantnim veli¢inama. Posto se radi
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o energetski neizolovanom sistemu, nece vaziti princip detaljnog balansa
Py # P5;. Imajuéi u vidu ucinjene pretpostavke, master jednacina ima
oblik

dN
d—tl = NyPy — N1Pya, (8.29)
dN.
d_t2 NiPis — NoPsy | (8.30)
uz uslov
Ni+ Ny =N, (831)

gde je N ukupan broja atoma. Ako potrazimo resenje u obliku N; = n;e,

gde su n; i a konstante, nalazimo

(a + P12) n—Poing = 0, (8.32)
Piong — (CV + P21) ng = 0. (8.33)

Da bi dobijeni sistem homogenih jednac¢ina po nj i ng imao nenulto resenje,
mora biti a(a + Pia + P»1) = 0, odakle nalazimo dva korena ay = 0 i
9 = —(P12 + P21). Vrednost a1 = 0 daje Nno = n1P12/P21 pa je Nik =N
i N5 = n1 P12/ P;1. Dobijeno resenje opisuje ravnotezno stanje, jer brojevi
N7 i N3 ne zavise od vremena. Konstantu n; mozemo odrediti iz uslova
(8.31), odakle sledi

Py P
Nif=—"2_ N  Np=—"12 N, 8.34
L P4 Py 27 Pig+ Py (8:34)
Drugi koren ag = — (P12 + Pa1), proizvodi ng = —nj = —n, odakle je
Ny = ne~ (PztPa)t Ny = —pe~(P2tPa)t, (8.35)

Medjutim, dobijena resenja ne zadovoljavaju uslov (8.31) (jer daju Ny +
Ny = 0), ve¢ mogu predstavljati samo deo opsteg resenja koje opisuje
odstupanje od ravnoteznog stanja (8.34), u koje treba da predje trazeno
opste reSenje u limesu t — oo. Dakle, posto je sistem jednacina (8.29)-
(8.30) linearan, opste resenje koje zadovoljava navedene zahteve, mozemo
prikazati u obliku kombinacije resenja (8.34) i (8.35), odnosno

__ P
Py + Py

Pis

A P

Ny (t) N —ne 7. (8.36)
Velicina 7 = 1/(Pi2 + P»1) predstavlja vreme relaksacije, a vrednost ko-
nstante n odredjujemo iz pocetnih uslova. Ako je trenutku ¢ = 0 popu-

njenost nivoa iznosila N1 = N;(0) i Na = N2(0) nalazimo n = N1 (0)— Ny =
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—N3(0) + N3, odakle vidimo da n opisuje odstupanje brojeva popunjenosti
u pocetnom trenutku u odnosu na ravnotezno stanje

Ni(0)=Ni+4n, Ny0)=Ni—n. (8.37)

Na kraju analizirajmo odnos verovatnoca prelaza Pjo i P>;. Na osnovu
Maxwell-Boltzmann-ove formule (6.62), za brojeve popunjenosti u ravnote-
znom stanju vazi Nj = e~ (&i=HW/FT pa iz velacije (8.34) nalazimo

D _ eaenyiir (8.38)
Pry

Odavde primecéujemo da ako je (g9 —e1)/kT > 1 tada je Pja < Poy, pa

vreme relaksacije priblizno iznosi 7 ~ 1/P5;.

Razmatrani model idealnog gasa, u kome se atomi mogu na¢i u dva
kvantna stanja, moze se uopstiti na realniji slucaj atoma sa proizvoljnim
brojem (i = 1,2,...,00) jednocesti¢nih kvantnih stanja energija ;. Pret-
postavljaju¢i da se sistem atoma nalazi u ravnotezi sa elektromagnetnim
zracenjem, Einstein je uvodec¢i hipotezu o stimulisanoj emisiji, uz pret-
postavku o postojanju stanja detaljnog balansa, dao poznato kineticko
izvodjenje Planck-ovog zakona zracenja.

8.3 Fokker-Planck-ova jednacina

Sada ¢emo analizirati jedan specijalan slucaj master jednacine kada
verovatnoce prelaza u jedinici vremena, brzo padaju ka nuli sa povec¢anjem
rastojanja izmedju tacaka x; i 9, izmedju kojih se deSava prelaz. Posto x1
odredjuje pocetni, a xo krajnji polozaj, mozemo uvesti veli¢inu £ = x5 — 21
koja opisuje relativan polozaj tacke zo u odnosu na x;, pa verovatnoce
prelaza P(t; x1 — x2) i P(t; z2 — 1) koje figurisu u jednacini (8.27),
mozemo izraziti u funkciji nove promenljive

P(t; 11 — 29) = P(t; o — & — 19) = P(t; 22 — £,§) (8.39)
P(t; x9 — x1) = P(t; 29 — 19 — &) = P(t; 22, —E) . (8.40)
Sada master jednac¢inu mozemo napisati u vidu?
of @ty
S = [ (Je - g 0P - €8 ~ f@ HP(t 2, —€) ) e (841)

4Ovde smo umesto oznake x2 koja stoji u izrazu (8.27), koristili oznaku 2. Pored
toga, treba primetiti da ako se podintegralna promenljiva 1 u jednacini (8.27) menjala
u granicama (—o00, +00) novouvedena promenljiva £ =  — z1 ¢e se menjati u granicama
(400, —00), medjutim zbog dx1 = —d§ mozemo promeniti redosled granica, pa ¢éemo kao
konacan rezultat dobiti £ koje se menja u granicama (—oo, +00).
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Dalje ¢emo pretpostaviti da verovatnoce prelaza P(t; x,€&) imaju izrazen
maksimum za male vrednosti rastojanja & =~ 0, a da sa porastom veli¢ine
¢ veoma brzo padaju ka nuli. To znaci da se trenutna promena polozaja
Cestice u jedini¢nom intervalu vremena moze odvijati samo u vidu malih
koraka. Na osnovu uc¢injene pretpostavke, prvi ¢lan pod integralom mozemo
razviti u red po argumentu x — &, u okolini tacke x, zadrzavajuéi se na
kvadratnom ¢lanu

Of (x,t)P(t; x,§) ¢
ox

£, (8.42)

fle =& )Pt —&§8) = [flx, t)P(t; z,8) —

10%f(x,t)P(t; x,€)
9 Ox?

pa (8.41) postaje

af(x,t) (° . o .
ot __Lf(m7t)P(t7 $,§) dg - 8_x_JO‘O£f($7t)P(ta $,§) df
1 62 —|—o<>2 +oo
55 ) CT@ P 2,0)dE — [ fa,t)P(t 2, —£) dE. (8.43)
Poslednji integral se posle uvodjenja smene & = —¢ poniStava sa prvim

integralom, pa nakon uvodjenja veli¢ina
+oo +o00
ma,t) = [ Pt w.8de,  ma,t)= [ EP(tz,0ds, (844)

dobijamo trazenu Fokker-Planck-ovu jednac¢inu

WD _ O ] + s [meni@n] . @45

Analizirajmo slucaj kada nema spoljasnjeg polja. Tada su prostor i vreme
homogeni, pa verovatnoce prelaza u jedinici vremena P(t; x,£), ne zavise
od prostorne koordinate x i trenutka prelaza ¢t ve¢ samo od od apsolutne
vrednosti relativnog rastojanja P(t; x,£) = P(|£]). U ovom slucaju, iz
jednacine (8.44) sledi u; = 0 (jer je podintegralna funkcija neparna) a
veli¢ina po (koju mozemo shvatiti kao srednju vrednost kvadrata pomeraja
¢estice u jedinici vremena s = (Ax?)/At, gde je Ax = 29 — 21 = &) e
+oo

biti konstantna s = [ €2P(|¢]) d€ = b, tako da (8.45) prelazi u difuzionu

—o0

jednacinu
Of(x,t 0% f(x,t
) _p0?f(o) o0
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gde je D = b/2 koeficijent difuzije. Ako z shvatimo kao prostornu ko-
ordinatu Brown-ove cestice, koja se kroz gasovitu ili tecnu sredinu krece
bez trenja (jer smo pretpostavili da na Cestice sistema ne deluju spoljasnje
sile), gornja jednac¢ina opisuje proces kretanja Brown-ove Cestice. Neka
se u pocetnom trenutku cestica nalazila u tacki xg, tada resenje difuzione
jednacine ima oblik Gauss-ove raspodele

1 (@—=q)?
f(z,t) = \/ﬁef i (8.47)

i moze se dobiti primenom Fourier-ove transformacije na jednacinu (8.46).5
Iz Gauss-ove raspodele sledi (z) = x¢ i (22) — (z)? = 2Dt. Poslednji
izraz, karakteristican je za difuzione procese, i tvrdi da je srednja vrednost
kvadrata pomeraja Brown-ove éestice u odnosu na pocetni polozaj (Ax?) =
(z%) — 23 , proporcionalna proteklom vremenu (Az?) ~ t. Napomenimo da
isti rezultat sledi i iz fizicke interpretacije koeficijenta ps, ukoliko se cestica
nalazi van dejstva spoljasnjeg polja.

8.4 Boltzmann-ova kineticka jednacina

Predjimo sada na razmatranje gasa Cestica Cija je prostorna gustina
cestica dovoljno mala, tako da je srednje rastojanje izmedju ¢estica mnogo

5Fourier-ova transformacija funkcije f(z,t) definisana je slede¢om formulom: f(k, t) =
\/% fjooj f(z,t)e* dx, gde je i = v/—1 imaginarna jedinica. Primenjujuéi Fourier-ovu
transformaciju na (8.46) dobijamo

“+ o0

+00 42
1 3] t) ika 1 0 ) ik

—f f(z’)ekdx:D I )ekdx.

V2T % ot V2T e o0x?

Na levoj strani parcijalni izvod po vremenu moze izac¢i ispred integrala, a integral na

desnoj strani mozemo dva puta parcijalno integraliti (uz uslov f(x,t) — 0, kada z —

+00), nakon ¢ega poslednji izraz postaje

a}r(kv t) _ 27
g = DR (k).

Odavde sledi resenje u obliku f(k,t) = Ake_Dk2t, gde je A integraciona konstanta
koju odredjujemo iz pofetnog uslova. Posto je u ¢ = 0 Cestica bila u tacki zo, poCetni
uslov mozemo izraziti preko Dirac-ove § funkcije f(z,0) = é(x — x0), odakle je f(k,0) =
\/% fj—;j f(z,0)e**dx = \/% fj;c §(x — zo)e™ da = \/%e“”“, pa je Ay = \/%e““”“.

o . .. T b — Dk2
Primenjujuéi inverznu Fourier-ovu transformaciju na funkciju f(k,t) = —\/176””0 DE7t
U

po formuli f(x,t) = \/% Jre flk,t)e"*odk = L Jre e~ ik(@==0)=DF*t 4k nakon svo-
djenja poslednjeg izraza na integral oblika (3.26), lako sledi (8.47).
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veée u odnosu na radijus dejstva Gestice, d > r4. Posto se estice kreéu
kona¢nim brzinama, to znac¢i da je vremenski interval u toku koga pos-
matrana Cestica interaguje sa ostalim Cesticama iz sistema mnogo manji
od vremenskog intervala izmedju dve interakcije, dt;,: < 7. Zbog pret-
postavke o maloj gustini, verovatno¢a da uocena cestica u toku vremena
Otint interaguje sa ve¢im brojem cestica je mala, pa mozemo smatrati da se
interakcije u sistemu deSavaju u vidu kratkotrajnih binarnih sudara. Posto
se izmedju dva sudara posmatrana cestica nalazi van domasaja dejstva os-
talih Cestica, na nju prakti¢no ne deluju unutrasnje sile i ona ¢e se kretati
samo pod dejstvom spoljasnjih sila (ako se sistem nalazi u spoljasnjem
polju). U odsustvu spoljasnjih sila, putanja Cestice izmedju dve interakcije
bic¢e pravolinijska, sa konstantnim impulsom, a rezultuju¢a putanja nakon
veceg broja sudara izgledace u obliku cik-cak linije.

Analizirajmo u p prostoru kretanje fazne tacke koja reprezentuje jednu
Cesticu, za vreme sudara sa nekom od ostalih Cestica iz sistema. Neka je
p1 impuls posmatrane Cestice neposredno pre sudara, a p| odmah posle
sudara. Posto je vreme sudara kratko dt;,; < 7, promena impulsa cCe
se deSavati na veoma kratkom putu sa prakti¢no konstantnim vektorom
polozaja ¢estice 7, pa mozemo smatrati da do promene p; — pj] dolazi
trenutno. U p prostoru to znaci da fazna tacka koja opisuje cesticu koja
je pretrpela sudar, trenutno menja koordinate iz (p1,71) u (py,71) (ovde
treba uociti da u trenutku sudara do promene koordinata u p prostoru
dolazi zbog promene impulsa, dok je prostorna koordinata konstantna).
Vidimo da u trenutku sudara, fazna tacka nestaje iz dela u prostora koji
obuhvata tacku (p1,7) i pojavljuje se u drugom delu faznog prostora oko
tacke (p7,71). Dakle, u u prostoru postoje izvori i ponori faznih tacaka,
uzrokovani binarnim sudarima izmedju cestica.

Predjimo sada na formiranje diferencijalne jednacine, koja pod nave-
denim pretpostavkama, odredjuje vremensku evoluciju jednocesti¢ne fu-
nkcije raspodele. Posmatrajmo u p prostoru proizvoljnu zatvorenu povrs
05, koja obuhvata zapreminu dp (Slika 8.1). Broj faznih tacaka u oblasti
O, koji istovremeno predstavlja i broj ¢estica ¢iji impulsi i koordinate leze
u 6p, iznosice Nj, = féu f(p,7,t)du. Vremensku promenu broja faznih
tacaka u posmatranoj oblasti p prostora, mozemo opisati jednac¢inom

ONgu _ f af (7, 7,t) SN_ SN,

ot ot d”:_ggf“'ds“_ 5t T o
S 55,

(8.48)

Prvi ¢lan na desnoj strani, predstavlja broj faznih tacaka, koje u jedinici
vremena kontinualno proteknu kroz povrs 4.5, faznom brzinom o = (p, 7).
Ovaj clan odgovara kretanju onih cestica kroz p prostor, koje u datom
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=y

=y

Slika 8.1: Kretanje faznih tac¢aka kroz p prostor u veoma kratkom vremenskom
intervalu 6t — 0. Svaka tacka reprezentuje po jednu Cesticu iz sistema, koji se
u konkretnom slucaju sastoji od 14 Cestica. Osencena oblast predstavlja deo
zapremine du, jednocesti¢nog faznog prostora (koju zatvara povrs 05,) u kojoj
vr§imo posmatranje promene broja faznih tacaka za vreme dt. Fazne tacke,
oznacene brojevima 5, 6 i 7, kontinualno prolaze kroz povrs 65, i opisane su
prvim ¢lanom u izrazu (8.48). Cestice 1 i 2 se sudaraju, i pri tome njihove
reprezentativne tacke trenutno napustaju oblasti oznacene belim kruzi¢ima i
prelaze u nove oblasti 1’ i 2/, pri é¢emu fazna tacka 1 napusta oblast du, ¢ime
se broj faznih tacaka u Jp smanjuje. Ovaj proces opisan je drugim ¢lanom u
(8.48). Sli¢no se dogadja i sa Cesticama 3 i 4, pri ¢emu reprezentativna tacka 3.
Cestice nakon sudara trenutno ulazi u oblast du i daje doprinos poveéanju broja
faznih tacaka u du (treéi élan u (8.48)). Strelice na 7 osi oznacavaju prostorne
koordinate u kojima se dogadjaju opisani sudari. Ostale reprezentativne tacke,
oznacene brojevima od 8 do 14, u toku vremena dt, ili ostaju u oblasti du
(tacka 8) ili van nje (tacke od 9 do 14) pa ne daju doprinos promeni broja
faznih tacaka u du, za posmatrani vremenski interval.

veoma kratkom intervalu vremena nisu dozivele sudar, a proti¢u kroz povrs
0S,. Ostala dva ¢lana predstavljaju odstupanje od jednacine kontinuiteta
i opisuju efekat promene broja faznih tacaka u posmatranoj oblasti usled
sudara. Pri tome fazne tacke ne proticu kroz povrs 05,, ve¢ trenutno
nastaju i nestaju u oblasti du. Clan —% opisuje trenutno smanjenje
broja faznih tacaka, koje reprezentuju cestice ¢ije su fazne koordinate pre
sudara pripadale datoj oblasti i napustile je nakon sudara, a ¢lan %
odgovara trenutnom prirastaju broja faznih tacaka u datoj oblasti, koje
reprezentuju one cCestice ¢ije fazne tacke nakon sudara izranjaju u oblasti

df1, a pre sudara su bile van nje. Po teoremi o srednjoj vrednosti leva strana
poslednjeg izraza iznosi féﬂ % du = %—{5@. Ako dpu — 0, sazimajuéi se oko
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proizvoljne tacke (p,7), izraz (8.48) postaje

of 1 1 6N_ 1 6Ny

Prvi ¢lan s desne strane po definiciji predstavlja divergenciju vektora fu u
L prostoru i iznosi

e O 0 ¢, - Of 3f 8p or
div(fu) = 8_ﬁ<fp> + a—F(fr> =p- 8_17 + 7 g + f< 877) . (8.50)

Clan u zagradi je, na osnovu Hamilton-ovih jednaéina (1.3), identicki jednak
nuli, pa je
7.9, P af
div(fu) = —+— =3 8.51

o =F- e+ 2.2 (851)
gde je F = ﬁ sila koja deluje na Cesticu koja se nalazi u tacki faznog
prostora (p,7), a p = m7 impuls Cestice. Izmedju dva sudara interakcija
izmedju cestica je zanemarljiva i Cestica se moze ubrzavati samo pod de-
jstvom spoljasnje sile, tako da je prvi ¢lan razli¢it od nule samo ako postoji
spoljasnje polje. Uvrstavanjem (8.51) u (8.49) dobijamo

Of = Of F Of  16N_ _ 14N,
o ey T ar T Top ot Top ot (8:52)

Ostaje nam jos da izracunamo ¢lanove na desnoj strani koji opisuju
broj faznih tacaka koje nestaju (odnosno nastaju) u jedinici vremena i u
jedini¢noj oblasti faznog prostora, usled trenutne promene impulsa cestica
pri binarnim sudarima. U tom cilju uvedimo gustinu verovatnoce interakcije
u jedinici vremena

W | (B 7). (s 72) — (B, 7)), (3. 75)] (8.53)

koja odredjuje elementarnu verovatnocu po jedini¢nom intervalu vremena
dw = W (5, 74), (P, 72) — (517, (5, 79) | dpdh duy, (854)

da se dve cestice, koje su se pre interakcije nalazile u razlicitim delovima

jednocesti¢nog faznog prostora du; = dﬁldf’l i due = dpadrs, nakon in-
terakcije nadju u elementima du} = dpjdr] i duh = dpydiy. U slucaju
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razredjenog gasa, interakcije se svode na binarne sudare, pri ¢emu do inter-
akcije dolazi samo ako se cestice prakti¢no nalaze u istom delu koordinatnog
prostora 7 ~ 7 ~ 7| ~ 3, pa izraz (8.53) ima slede¢u strukturu

w (517F1)7(ﬁ27f2) - (ﬁ{af){)? (172/’775) =
= P(p1, P2 — P1,P5) 6(F1 — 72)0(71 — 71)d(F1 — 7) , (8.55)

gde funkcija P(py, P> — Pi,Ds) Opisuje gustinu verovatnode preraspodele
impulsa para Cestica koje se sudaraju u oblasti dr;, a § oznacava Dirac-ovu
funkciju.b

Ukupan broj sudara u jedinici vremena %, koji se desi izmedju cestica
koje se nalaze u oblastima dy; i dug, dobijamo mnozenjem izraza (8.54) bro-
jem parova dNi2 koji se moze obrazovati od ¢estica iz posmatranih oblasti.
Zbog male gustine gasa pretpostavicemo da nema korelacija izmedju cestica
(ovo je tzv. “hipoteza molekularnog haosa”),” pa je dN12 = dN1dNo, gde je
dN; = f(p1,71,t)duy broj ¢estica u prvoj oblasti, a dNy = f(pa, 7, t ) due
broj ¢estica u drugoj oblasti, tako da je

0N
ot

= f(pr,71,t)dps f(p2,72,t)dus

KW (1, 7), (5o 7) = (71, 7). (73, 75)] dph dysy . (8.56)

5Posto se sudar dogadja trenutno, mozemo smatrati da spoljasnje polje ne menja
ukupan impuls para ¢estica koje uéestvuju u sudaru py + p2 = P + Py, veé¢ moze dodi
samo do preraspodele impulsa unutar para Cestica. Ako je jos sudar elastican, vazice i
zakon odrzanja ukupne kineticke energije, zbog ¢ega je pL+ps = pi 4+, pa P(pr, P —
Py, D) mozemo dalje rastaviti na nesingularni P, i singularni deo, opisan Dirac-ovim &
funkcijama

N = N N N N N = N N _; — /12 12
P(p1, P2 — Py, s) = Pos(P1, P2 — By, Ps) 6(P1 + P2 — By — Pa) 0(BL + P35 — Py — s ) -

7Ako uzmemo u obzir korelacije izmedju Eestica koje se istovremeno nalaze u oblas-
tima dp; i due, tada broj razlicitih parova izmedju cestica iz tih oblasti iznosi dNjx =
P (B, 71, Pa, T2, ) dpadpa, gde je

FO 1,71, P2, 72, 1) = f FN G, P, P, ) Ay s

In_2

dvocesti¢na funkcija raspodele, normirana po slicnom principu kao jednocesti¢na funkcija
[ £, 2,6 dpdpia = NN — 1) = N

U odsustvu korelacija vazi: f) (P, 71, Pa, 72, t) = f(P1, 71, t) f(Pa, 72, t), odnosno dNyg =
f(p1,71,t) f(P2, 72, 1) dpadpe.
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Broj sudara koji pretrpe cestice koje se nalaze u delu jednocesticnog faznog
prostora du; (odnosno Cestice sa impulsima (pp,p1 + dpi), i prostornim
koordinatama (7,7 + d7)), nalazimo integracijom poslednjeg izraza po
svim ostalim delovima tog prostora, tj. po ua, pj i ph. Ovaj broj istovre-
meno predstavlja i broj faznih tacaka M(;/_t_ koje u jedinici vremena trenutno
napuste oblast du;. Smenom (8.55) u (8.56), vodeéi ra¢una o prisustvu ¢
funkcija, nakon navedene integracije nalazimo

ON_ o o o o
ot :dmfjfﬂpl’Tl’t)f(p%Tlvt)P(Pl,pz — Py, ) dph dp] dpy
(8.57)
odnosno
1 6N_ o o
dp ot fffflf?P(Plvpz — P, Py) dp2 dpy dpy (8.58)

gde smo uveli oznake fi = f(p1,71,t), fo = f(P2,71,t).

Istovremeno sa procesom (py,pr — P, Py) koji dovodi do smanjenja
broja faznih tacaka u oblasti du, desava se proces (7, ps — P1,P2) Supro-
tnog smera, koji ima za posledicu trenutni prirastaj broja faznih tacaka u
istoj oblasti. Fazne tacke koje nastaju u dug, reprezentuju one Cestice, koje
nakon sudara imaju impuls p;. Analognim rezonovanjem dobijamo

1 ONy ! gl S1 o) = o R = A =)
d—mw—fjff1fzp(p1yp2—>]91ap2) dp> dp; dps , (8.59)
gde je sada f] = f(pi,71,t) i f4 = f(P5,71,t). Ovde treba naglasiti da
prostorna koordinata u svim jednocesticnim funkcijama raspodele fi, fo,
f11 £}, koje figurisu u (8.58) i (8.59), ima istu vrednost 7;. Kombinacijom
poslednja dva izraza nalazimo

dil (6?5 - 52\;‘) = [ [ [ |#ifs P15 — 5 2)

~uf2 P51, 2 — 51, 7) | 4> dp] A . (8.60)

Razmotrimo odnos verovatnoéa P(py,ps — P71, ps) i P(p, D4 — P1,P2) sa
aspekta simetrije. Ako je u pitanju sistem identi¢nih ¢estica, ocigledno je
da permutacija Cestica pre ili posle sudara ne¢e promeniti vrednost funkcije
P, odnosno vazice

P(p1, P2 — Py, P3) = P2, pr — P1,Ps) = P(F1, 02 — Do, 7). (8.61)
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S druge strane, ukoliko je sistem izolovan, ili se nalazi u vremenski neza-
visnom spoljasnjem polju, vazi¢e princip detaljnog balansa, tj. procesi
P(p1, P> — DY, p4) i P(py, D5 — P1,P2) ¢e biti simetriéni
P(ﬁ17ﬁ2—>ﬁ{7ﬁé) :P(ﬁ{7ﬁé Hﬁlaﬁ?)- (862)
U slucaju razredjenog gasa princip detaljnog balansa ostaje na snazi ¢ak
i u slucaju kada je spoljasnje polje vremenski zavisno. Naime, u trenutku
sudara mozemo smatrati da su unutrasnje sile beskonacno velike u pore-
djenju sa spoljasnjim silama, koje se u odnosu na unutrasnje mogu zanemar-
iti. Navedena simetrija vazi u slucaju kada cestice smatramo materijalnim
tackama. Medjutim, posto ¢estice imaju svoju unutrasnju strukturu lako
se mozemo uveriti da ako Cestice nisu sferno simetri¢nog oblika, navedena
simetrija sudara ¢e biti naruSena, pa u tom slucaju princip detaljnog bal-
ansa nece vaziti. Imajuci u vidu navedena ogranic¢enja, na osnovu relacija
(8.60) i (8.62), izraz (8.52) mozemo u tacki (pi, 1) napisati u obliku
0 = 0 p O
i + Fl . g + lﬂ . é —
ot opr  m 0r
[ [ [triss = pf2)P@r, 2 — 51 55) difa A} iy . (5.63)

Dobijena jednaéina se zove Boltzmann-ova kineticka (transportna) jednaci-
na, u kojoj je nepoznata velicina jednocesticna funkcija raspodele. Iz
strukture izraza (8.63) vidimo da je to komplikovana nelinearna integro-
diferencijalna jednacina. Integral koji figuriSe na desnoj strani jednacine
zove se Boltzmann-ov kolizioni integral.

8.5 H-teorema

Boltzmann-ova jednacina daje vremensku evoluciju jednocesti¢ne fu-
nkcije raspodele u g prostoru. Da bi opisao proces postizanja ravnoteznog
stanja, Boltzmann je uveo tzv. H—funkciju, definiSuci je na sledeé¢i nacin

H(t) = [ £(5,7)In (5,7 ¢) dp, (8.64)
w

gde se integracija vrsi po celom p prostoru. Boltzmann-ova H-teorema
tvrdi da ako funkcija f(p,7,t) zadovoljava kineticku jednac¢inu (8.63), tada
je dH(t)/dt < 0, odnosno H(t) ne moze da raste s vremenom. Da bi
dokazali navedeno tvrdjenje umesto promenljivih p'i 7 po kojima se integrali
stavimo pj i 71, a zatim diferencirajmo H(t) po vremenu

dH(t) J” oh

=[5 <1n £+ 1) dp - (8.65)

H1
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Parcijalni izvod pod integralom mozemo izraziti iz Boltzmann-ove jednacine
(8.63), na osnovu ¢ega sledi

_If(q g_Q_F% %) <lnf1+1>d771d171

+ f : .j(f{fé — fif2) P(p1, P2 — P, P) (111 f1+ 1)dF1dﬁldp2d 1A (8.66)

Prvi ¢lan predstavlja integral po zapremini jednocesti¢nog faznog prostora
i moze se, uz pomoc¢ relacije (8.51) i Gauss-ove teoreme, transformisati
u povrsinski. Ako na granicama te povrsi (tj. za veliko 7 i p1) vazi
f(ﬁl, 71,t) — 0, tada ovaj ¢lan postaje jednak nuli, pa je
dH
Lo ([ (s~ £ PG5 — 8 (1 i + 1) dFdpdpadplapy
(8.67)
Ako u ovom izrazu izvr§imo permutaciju p; = po, imamo

dH t)

j ff1f2 f112)P(p2, p1 — P, PQ)(lnf2+ >d7’1dp1dp2dpldpg

(8.68)
Sabiranjem zadnje dve jednacine, imajué¢i u vidu osobinu (8.61), dobijamo
dH(t)
t( 2j f (fifs = fif2) P(p1, P2 — P, P5)

X (ln fL+1nfo+ ) A7 dFdpedpldp, . (8.69)

Dalje, u (8.69) mozemo izvrsiti dve permutacije: 7 = p; i po = Py, odakle
nalazimo
dH (t

2 f (S P — 1)

X (1n flrinfl+ ) A7 dpdiadpldFs . (8.70)

Sabiranjem (8.69) i (8.70), a na osnovu principa detaljnog balansa (8.62),
dobijamo

S = 1S Ui AR E s P — ) i,
(8.71)
Posto za proizvoljno = i y uvek vazi (z — y) In(y/x) < 0, zakljuéujemo da
je dH(t)/dt <0, ¢ime smo dokazali H—teoremu.
Ako uvedemo velicinu S(t) = —kH (t), bududi da je dH(t)/dt < 0 bice
dS(t)/dt > 0, pa se S(t) moze se prihvatiti kao definicija za entropiju
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sistema koji nije u ravnoteznom stanju. U razvijenom obliku Boltzmann-
ova definicija entropije glasi

S(t) = —k [ F(5,7t)m (7,7 ¢) dpr. (8.72)
n

Ovde treba obratiti paznju na razliku izmedju Gibbs-ove definicije entropije
(1.34) u kojoj figurise funkcija raspodele celog sistema, i Boltzmann-ove
definicije u kojoj figuriSe jednocesticna funkcija raspodele. Pored toga,
Gibbs-ova entropija se ne menja sa vremenom i moze se primeniti na
proizvoljan sistem u stanju termodinamicke ravnoteze, dok je primena vre-
menski promenljive Boltzmann-ove entropije u sustini ograni¢ena samo na
jako razredjene neravnotezne gasove.

8.6 Lokalno ravnotezna Maxwell-ova raspodela

Razmotrimo stanje u kome jednocesti¢na entropija, definisana izrazom
(8.72), ima maksimalnu vrednost. Uslov za to je dS(t)/dt = 0, odakle na
osnovu izraza (8.71), dobijamo

fife=fifs . (8.73)

Napomenimo da se navedeni uslov odnosi na odredjeni vremenski trenu-
tak i na jednu tacku u prostoru (jer vreme i prostorna koordinata imaju
istu vrednost u svim funkcijama f1, fo, fi 1 f3), pa u tom smislu posled-
nja relacija predstavlja uslov lokalne ravnoteze. Da bi blize odredili oblik
funkcije f(p,7,t), uslov (8.73) mozemo napisati u formi

Infi+Info=Inf]+1Inf]. (8.74)

Vidimo da se zbir logaritama jednocesti¢nih funkcija u toku sudara odrzava,
odnosno veli¢ina In f predstavlja aditivni integral kretanja u odnosu na
stanje pre i posle sudara, i moze se izraziti preko ostalih takvih integrala
kretanja.

Ako su u pitanju elasti¢ni sudari, pored mase i impulsa, i kineticka
energija ¢e biti integral kretanja, pa u tom slucaju In f mozemo predstaviti
u vidu linearne kombinacije

. =2
In f(5, 7, t) = a(7,t) + b(7,t) - p + (7, t)g—m . (8.75)

Izraz na desnoj strani mozemo transformisati do potpunog kvadrata, pa
jednocesti¢nu funkciju mozemo prikazati u obliku

f=er "m0’ (8.76)
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gde je a = a — m52/20, B =—ciq= —mg/c, ¢ime se problem odre-
djivanja jednocesti¢ne funkcije svodi na nalazenje funkcija o(7,t), 5(7,t) i
qi(7,t) (F = Zg’zl ;i €, ¢ = Z?:l qi €;), koje odredjujemo iz Boltzmann-
ove jednacine (8.63), koju mora da zadovolji funkcija f. U stanju lokalne
ravnoteze, zbog uslova (8.73), jednacina (8.63) u proizvoljnoj tacki (p, )

ima oblik
of Z of  pi Of\ _
" i=1 (F Op; " m 0x;) (8.77)

gde su p; i F; komponente vektora p = Z?:l p; € 1 F = Z?:l F;é;.
Izracunavanjem potrebnih parcijalnih izvoda funkcije f, slede jednacine
koje treba da zadovolje trazene funkcije®

3 m 0 q>
ZFiqi =G (04 - 5%) ; (8.78)
=1

B aql 105\, 10 ¢

m Of3 5 0¢i  Oqk

T = 5 T 3, (8.80)
gf -=0. (8.81)

Iz poslednje relacije primec¢ujemo da (3 ne zavisi od prostornih koordinata,
ve¢ samo od vremena (3(t). Fizicki smisao funkcija «, 81 ¢ mozemo odrediti

a— oS (P2 —2ppaptai)

8 Ako izraz (8.76) napisemo u obliku f = e k , imamo
%{ = [%:—;ﬂgf(zf—Qijpqu+q) Bzaq’“ (pr — ] :
881{1' =—f%(pi—q1'),
o[ R )+ 25 )|

gdejeq® =3, qrip® =3, pt. Smenom nadjenih izvoda u (8.77) i svodjenjem dobijenog
izraza na oblik

1 2 3
7O+ Z P+ > A piok ++ Y 1P pip® =0,

i<k i
a zatim izjednacavanjem koeficijenata ~(®) 'yz( ), %(13) i 'yz , sa nulom (jer Boltzmann-ova
jednacina mora biti zadovoljena za proizvoljne vrednosti komponenti impulsa p;) slede
redom navedene jednacine (8.78)—(8.81).
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iz sledeceg razmatranja. Podjimo od izraza (8.4), za lokalnu prostornu
gustinu Cestica

)= [ @7 dF= e [e 2D a5, (8.82)

Poslednji integral se nakon smene # = p'— ¢ svodi na proizvod tri integrala
po komponentama vektora w i njegova vrednost iznosi

3 4oo 2
je Qm(P Q)zdp fe 2m ¥ dﬁ:H j e_%u?dui: <27T7m>2 , (8.83)

i=1—00

na osnovu ¢ega nalazimo

ea:n(i)? (6.50

2mm

Dalje, nadjimo po formuli (8.5), srednju vrednost impulsa Cestice

ea

1
<ﬁ> - E jﬁf(ﬁ, F, t)dﬁ: ? pe Qm(p q)2dﬁ
eot

= ?<Iﬁ6_%“ du—i—qje @ du) =q, (8.85)
gde smo uveli smenu @ = p — ¢, pa je prvi integral u drugoj liniji, zbog
neparnosti podintegralne funkcije jednak nuli, a drugi na osnovu izraza
(8.83) i (8.84) iznosi ne™®, sto kao konacan rezultat daje ¢ = (p'). Dakle,
u svakoj tacki 7, postoji lokalni srednji impuls ¢, koji odgovara makroskop-
skom kretanju cestica gasa i u opstem slucaju je funkcija vremena. Velicinu
¢ mozemo interpretirati kao impuls centra masa malog deli¢a gasa koji se
u trenutku ¢ nalazi u tacki 7, a p — ¢ kao impuls posmatrane cestice u
sistemu reference vezanom za ovaj deli¢. Sa gledista statisticke mehanike,
p—q predstavlja impuls termalnog kretanja ¢estice u odnosu na makroskop-
ski pokretni medij impulsa ¢, pa u sistemu reference vezanom za pokretni
medij mozemo definisati kineticku energiju termalnog kretanja cestice e, =
P—q )2 /2m, ¢ija srednja vrednost iznosi

S n2 00
N i N Ll DO
(ex) = nj 5 € ° dp' = — Oju e 2" du
3 o0
2me” 2 3 2 ) 31
= 2e¢ ¥dx = '=)==-= 8.86
w5 )Of“ v 5 t(3) =35
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gde smo najpre uveli smenu @ = p — ¢ i presli na sferne koordinate, a po-
tom dobijeni integral smenom = = Su? /2m sveli na gama funkciju, i najzad
iskoristili izraz (8.84) u cilju eliminacije veli¢ine a.. Po zakonu o jednako]
raspodeli energije po stepenima slobode imamo (gx) = %kT , odakle za-
klju¢ujemo da je .
B(t) = kT—(t) . (8.87)
Primetimo da posto [ zavisi samo od vremena ali ne i prostornih koor-
dinata, isti zakljucak ¢ée vaziti i za temperaturu 7'(t), koja ¢e imati istu
vrednost u svim prostornim tackama, ali se moze menjati sa vremenom.
Konaéno, na osnovu izraza (8.84) i (8.87), funkciju (8.76) mozemo pred-

staviti u vidu . o
U GUR oo (8.88)
[2rmkT(t)]2

Na osnovu dobijenih rezultata poslednju formulu mozemo interpretirati kao
opsti oblik Maxwell-ove raspodele po jednocesticnim impulsima p, u tacki
7 i trenutku ¢, sa lokalnom srednjom vrednoséu gustine n(7,t) i impulsa
q(r,t).

Formula (8.88) opisuje jednocesti¢nu funkciju raspodele u stanju lokalne
ravnoteze, nakon procesa relaksacije opisanog Boltzmann-ovom kinetickom
jednacinom. Ukoliko je sistem izolovan F; = 0, nakon ove relaksacije,
nastace jos jedan proces relaksacije (koji nije opisan Boltzmann-ovom je-
dnac¢inom) koji ¢e, kao Sto znamo iz termodinamike, sistem dovesti u stanje
termodinamicke (globalne) ravnoteze. Ako se ceo sistem nalazi u sudu
konacne zapremine, u termodinamicki ravnoteznom stanju ne moze posto-
jati bilo kakav oblik makroskopskog kretanja deli¢a ¢ = 0. Tada iz jednacina
(8.78)~(8.81), zbog ¢; = F; = 0, redom sledi 9¢ = 92 = %3 — 20 — 0
odnosno « i i ¢e biti konstantne veli¢ine u prostoru i vremenu, sto ce
vaziti i za prostornu gustinu cestica n i temperaturu 7. Dakle, u procesu
makroskopske relaksacije lokalno ravnotezna Maxwell-ova raspodela prelazi
u termodinamicki ravnoteznu Maxwell-ovu raspodelu

fo,7t) =

73 L e‘mgW .

f(®) (2rmk T} ; (8.89)
koja ne zavisi od prostornih koordinata i vremena. Posto jednocesticna
funkcija raspodele predstavlja gustinu broja cestica u p prostoru, integraci-
jom poslednjeg izraza po zapremini sistema V' i deljenjem sa ukupnim bro-
jem cestica N, sledi ranije dobijeni izraz (3.90), za Maxwell-ovu raspodelu
verovatnoc¢e po impulsima jedne cestice, u termodinamicki ravnoteznom
stanju.
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8.7 Ireverzibilnost makroskopskih procesa

Razmotrimo odnos mikroskopskih zakona, koji odredjuju unutrasnju
dinamiku kretanja sistema s jedne strane, i neravnoteznih makroskopskih
procesa sistema s druge strane, sa aspekta reverzibilnosti.

Zakoni kretanja klasi¢ne mehanike (Hamilton-ove ili Newton-ove jedna-
C¢ine, za konzervativan sistem) invarijantni su na promenu znaka vremena,
odnosno na transformaciju

t— —t, F—T, p— —p. (8.90)
Inverzija vremena znaci, da ako u nekom trenutku kretanja sistema, prome-
nimo znak trenutnih vrednosti impulsa svih cCestica, da ¢e se kretanje od
tog trenutka odvijati u suprotnom smeru. Ako sa ty oznac¢imo pocetak kre-
tanja, a sa t; > to trenutak vremenske inverzije, tada ¢e u nekom kasnijem
trenutku t; + At polozaji i impulsi Cestica imati vrednosti 7;(t; + At) =
7i(ty — At) 1 pi(ty + At) = —p;(t; — At). Pri tome ¢ée sistem prolaziti
kroz sva mikrostanja kroz koja je prosao u direktnom kretanju, samo u
obrnutom redosledu. Naime, kretanje ¢estica sistema od trenutka inverzije
t1, izgledace kao slika sa filmske trake koju reprodukujemo unatrag. U
trenutku t1 + (t1 — to) sve Cestice ¢e zauzeti isti polozaj kao u pocetnom
trenutku tg, odnosno sistem ¢e se vratiti u pocetno stanje, samo sa suprot-
nim impulsima.

Ako sistem ucestvuje u nekom makroskopskom procesu koji sistem pre-
vodi iz proizvoljnog neravnoteznog stanja u stanje termodinamicke ravnote-
Ze, taj proces je kao Sto znamo ireverzibilan. Pri tome, na osnovu drugog za-
kona termodinamike, entropija sistema moze samo da raste. Postavlja se pi-
tanje, kako objasniti ireverzibilnost procesa u kojima ucestvuju makroskop-
ski sistemi, ako znamo da je sa mikroskopske tacke gledista, kretanje cestica
reverzibilan proces.

Analizirajué¢i mehanicko kretanje ¢estica sistema, uz pretpostavku vaze-
nja principa mikroskopske reverzibilnosti, Loschmidt je primetio da ako sis-
tem izmedju trenutaka ty i t1, ucestvuje u nekom procesu pri kome dolazi
do porasta entropije dS > 0, tada mozemo, pocevsi od trenutka ¢;, na
pogodan nac¢in promenom znaka impulsa svih Cestica, realizovati inverzno
kretanje, koje je isto tako moguce kao i direktno. Kako sistem pri in-
verznom kretanju prolazi kroz ista stanja kao pri direktnom kretanju, samo
u suprotnom smeru, to znaé¢i da ée izmedju trenutaka t1 i t1 + (t1 — tg) doéi
do smanjenja entropije dS < 0, Sto je u suprotnosti s drugim zakonom ter-
modinamike. Posto su i reverzibilnost mikroskopskih procesa i drugi zakon
termodinamike nesumnjivi principi, imamo konfliktnu situaciju, poznatu
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kao Loschmidt-ov paradoks ili paradoks reverzibilnosti. Ovde se namece pi-
tanje da li je uopsSte moguce striktno postujuci reverzibilnost mikroskopskih
zakona kretanja, izvesti drugi zakon termodinamike, koji opisuje ireverzi-
bilne makroskopske procese.

U vezi s prethodnim razmatranjem, postavlja se i pitanje, kako je po-
laze¢i od mikroskopski reverzibilnih zakona kretanja, Boltzmann dobio ire-
verzibilnu jednacinu (8.63), odnosno jednacinu koja nije invarijantna na
transformaciju (8.90). Iz nje kao posledica sledi H-teorema, koja tvrdi
da entropija idealnog gasa u neravnoteznom procesu, moze samo da raste s
vremenom. Ocigledno da je u nekom koraku pri njenom izvodjenju, narusen
princip mikroskopske reverzibilnosti. Odgovor lezi u tome da klju¢na pret-
postavka o nekorelisanosti cestica koje ucestvuju u sudaru, u jednacinu
uvodi vremensku asimetriju. Naime, ako su u direktnom kretanju cestice
nakon sudara imale impulse 7] i p5, tada bi u inverznoj slici, na osnovu
principa mikroskopske reverzibilnosti, ¢estice usle u sudar s ta¢no utvrdje-
nim, korelisanim, impulsima —p7 i —p5, $to je u suprotnosti s Boltzmann-
ovom pretpostavkom o nekorelisanosti ¢estica u toku sudara, odnosno sa
hipotezom molekularnog haosa. Prema tome, Boltzmann-ova jednacina je
postala vremenski ireverzibilna onog momenta kada je u ¢isto mehanicku
jednacinu uvedna statisticka pretpostavka o nekorelisanosti impulsa u toku
sudara, koja je strana zakonima mehanike. Slicno obrazlozenje vazi i za
Fokker-Planck-ovu jednacinu, koja opisuje proces difuzije. Fokker-Planck-
ova jednacina je ireverzibilna jer se bazira na pretpostavci o nekorelisanosti
uzastopnih prelaza izmedju mikrostanja sistema (odnosno na Markov-ljevoj
prirodi kretanja Cestice), ¢ime se jedan deo informacija o kretanju cestice
gubi i zamenjuje probabilistickim opisom, koji je nesimetrican na promenu
znaka vremena.

Priroda drugog zakona termodinamike moze se diskutovati i sa pozicija
Poincaré-ove teoreme (teorema rekurencije). Ova teorema tvrdi, da ¢e
svaki sistem konacne energije i zapremine, posle dovoljno dugog vremena
ponovo proc¢i kroz proizvoljno malu oblast faznog I' prostora, koja sadrzi
pocetno stanje.

Da bi dokazali navedenu teoremu, posmatrajmo proizvoljan makroskop-
ski sistem cija energija ne moze biti veca od neke vrednosti F, i koji se
nalazi u kona¢nom delu prostora. To znac¢i da su u I' prostoru sva moguca
mikrostanja sistema reprezentovana odredjenim skupom faznih tacaka koje
se nalaze u kona¢noj zapremini I'(E'). Uo¢imo unutar I'(E) fiksiranu oblast
zapremine g, koju zatvara hiperpovrs o, tako da vazi ¢ < I'(E), i posma-
trajmo proticanje faznih tacaka kroz povrs o. Neka je ng broj faznih tacaka
koje u jedinici vremena napustaju oblast g, tj. one fazne tacke koje odgo-
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varaju pozitivnom fluksu kroz o. Pretpostavimo da medju n4 faznih tacaka
postoji n'g (< ngy) faznih tacaka koje se ne vracaju u oblast g, i oznac¢imo
sa ¢’ njima pripadajuéu faznu zapreminu. U toku vremena ¢ ukupan broj
faznih tacaka koje napuste oblast g i ne vracaju se u nju, bice nfqt, a njihova
zapremina ¢'t. Ove fazne tacke nalazi¢e se u oblasti I'(E) — g, jer se po
pretpostavci ne vracaju u g. Posto se po Liouville-ovoj teoremi fazne tacke
ponasaju kao nestisljiv fluid biée ¢t < I'(E) — g. Poslednja nejednakost
moze biti zadovoljena samo za konaé¢no ¢, jer je I'(E) konaéno. Da bi ne-
jednakost bila zadovoljena za t — oo mora biti ¢’ — 0, odnosno n;] — 0.
Odavde zakljucujemo da ne postoje fazne tacke koje se posle dovoljno dugog
vremena (tzv. vreme rekurencije 7r) nece vratiti u oblast g i ponovo proéi
proizvoljno blizu (za dovoljno malo g) svog poc¢etnog polozaja, tj. prakti¢no
¢e se vratiti u prvobitno stanje.

Iz Poincaré-ove teoreme sledi da nema apsolutno nepovratnih procesa.
Svako mikrostanje sistema, mora se spontano ponovo pojaviti, nakon vre-
mena rekurencije. Dakle, makrofizicka nepovratnost ima smisla samo u
kona¢nom intervalu vremena. Kritikujuéi Boltzmann-ovu definiciju en-
tropije, nemacki matematicar Zermelo formulisao je paradoks rekurencije,
koji se sastoji u slede¢em. Ako entropija sistema u jednom periodu raste,
u nekom kasnijem periodu mora da opada (5to je suprotno drugom zakonu
termodinamike), jer se po Poincaré-ovoj teoremi, nakon vremena rekuren-
cije sistem mora vratiti u prvobitno stanje, pri c¢emu entropija mora ostati
nepromenjena. Zermelo je zakljuc¢io da drugi zakon termodinamike pred-
stavlja zaseban princip i da se ne moze dobiti iz deterministickih zakona
mehanike.

Analizirajmo na jednostavnom primeru, oc¢evidnu makroskopsku nepo-
vratnost procesa koji prevode sistem iz neravnoteznog u ravnotezno stanje.
Posmatrajmo sud zapremine V', koji je pregradom podeljen na dva dela: V;
i V5. Neka se u pocetnom trenutku u delu V; nalazi idealni gas od N cestica,
aneka je deo V5 je prazan. Uklanjanjem pregrade, Cestice gasa ¢e nesmetano
prelaziti u deo V5 i i ispuniti celu zapreminu V. Postavlja se pitanje zasto
se Cestice gasa spontano nikad ne vracaju u svoje pocetno stanje, odnosno
samo u deo Vi, kao $to sledi iz Poincaré-ove teoreme. Ispostavlja se da je
vreme rekurencije nepojmljivo dugo. Da bi procenili 7, pretpostavicemo

2
Pig
2m

N
da se radi o izolovanom sistemu, konstantne energije £ = > >
i=1 a=z,y,2

3 NKT, kome prema formuli (2.78) odgovara fazna zapremina

3N
VN (3N7,r:2nk:T)T VN 3N
r= N ()1 N AN N (2mremkT) 2 | (8.91)



8.7 Ireverzibilnost makroskopskih procesa 187

gde je u drugom koraku koriS¢ena aproksimacija (%)' R (32%[)%, koja
sledi iz Stirling-ove formule (2.80). Da bi se ceo sistem vratio u prvo-
bitno stanje, svaka cestica posle izvesnog vremena mora ponovo zauzeti isti
polozaj g (0) i imati istu vrednost impulsa p;, (0) kao u po¢etnom trenutku.
Ako koordinatu i impuls svake cCestice, odredjujemo sa tacnoséu dq i dp,
tada proizvoljno mikrostanje sistema u faznom prostoru, mozemo locirati
sa tacnoséu 0T = (6p6q)3N /RN N!. Pre nego §to se vrati u pocetno stanje,
reprezentativna fazna tacka mora proc¢i kroz sva ostala mikrostanja, ¢iji
broj priblizno iznosi I'/éI". Ako do promene iz jednog u drugo mikrostanje
dolazi u toku vremena 7, koje protekne izmedju dva sudara, ukupno vreme
koje je potrebno da sistem ponovo dodje u prvobitno mikrostanje bice

() () - o

Ako uzmemo da neodredjenost koordinate iznosi 10% medjucesti¢nog rasto-
janja 6q = 10~' (V/N)'/3, a neodredjenost impulsa 10% srednje vrednosti
intenziteta impulsa ép = 107! <p§a)1/2 = 10~'WmkT (situacija se nece
promeniti ako za neodredjenosti uzmemo i veée vrednosti, recimo ¢ak 90%)
bice

R ~ (10°N)N (27€10%)3N/ 27 ~ NN 7. (8.93)

Neka se gas koji razmatramo nalazi u zapremini V' = 1cm?, gde se
pod normalnim uslovima, nalazi priblizno N ~ 10'? &estica idealnog gasa.
Tipi¢no vreme izmedju dva sudara, za razredjeni gas, iznosi 7 ~ 107%s.
Iz ovih podataka mozemo proceniti 7 ~ 1019'10195, odakle vidimo da 7
prakticno ne utice na 7. O koliko velikom intervalu vremena se radi,
sticemo uvid ako 7r uporedimo sa staros¢u Univerzuma, koja se procenjuje
na 7, ~ 13,7 - 10” godina ~ 4,3 - 10'7s, §to predstavlja jedan trenutak u
odnosu na 7r! Iz ove analize vidimo da je vreme rekurencije prakti¢no
beskonac¢no, i da je nemoguc¢nost povratka sistema u prvobitno stanje,
posledica velikog broja cestica u sistemu.
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STAMPARSKE GRESKE

(septembar 2020. godine)

l str.  pozicija stoji treba da stoji
i 7. red odozdo teziste teziste
iv. 3. red odozgo viralu virialu
5 Slika 1.1 (j’ <_q;‘
5 Slika 1.1 TA7 TAp
14 4. red odozgo diferencijal izvod
28 6. red ispod izraza (2.48) zaklju¢ujumo zakljuéujemo
32 1. red ispod izraza (2.65) statisticko termodina...  statisticko-termodina...
41 2. red ispod izraza (3.2) Ako sa Sa
54 1. red odozdo der Waals-ova van der Waals-ova
58 2. red odozgo disperzijom standardnom devijacijom
67 zaglavlje 3.9 Teorema o viralu 3.9 Teorema o virialu
67 6. red odozgo 3.9 Teorema o viralu 3.9 Teorema o virialu
67 3. red ispod izraza (3.123)  wiral virial
67 3. red ispod izraza (3.123) viralu virialu
67 4. red ispod izraza (3.123) viral virial
67 3. red iznad izraza (3.124) viralu virialu
68 2. red odozgo viralu virialu
69 zaglavlje 3.9 Teorema o viralu 3.9 Teorema o virialu
69 1. red ispod izraza (3.133)  wviralnu virialnu
70 3. red u fusnoti 6 viralng virialni
70 5. red u fusnoti 6 viralni virialni
70 6. red u fusnoti 6 viralnog virialnog
72 1. red odozgo samo su veli¢ine samo velic¢ine
79 1. red ispod izraza (4.45) o obliku u obliku
91 5. red u fusnoti 4 01 Okl
101 2. red iznad izraza (5.71)  izmedju E i E* + AE*  izmedju E* i E* + AE"
101  leva strana izraza (5.71) p(H) p(H)
103 4. red iznad izraza (5.77) Ovde je je Ovde je
o k - k
135 3. red u fusnoti 5 (Z aga:l) a potom ... (Z aga/) , a potom
=1 £=1
143 2. red u opisu Slike 7.5 jednaéini stanja (7.62) jednacini stanja
144 1. red ispod izraza (7.63) temperaturama, temperaturama iznad T,
144 2. red iznad izraza (7.65) proizvoljno T’ proizvoljno 1" > T,
165 1. red u fusnoti 3 Ukoliko bi to bio Ukoliko to ne bi bio
171 3. red ispod izraza (8.45)  samo od od samo od
186 7. red iznad izraza (8.91)  je prazan. prazan.






